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Chapter 1

INTRODUCCION

Sin duda que la relacion precio producto, va mas alla de una simple valoracién econémica.
El precio aparece como un indice de calidad, un parametro de status y prestigio; Kalwani y
Yim (1992) interpretan lo anterior planteando como los consumidores se forman expectativas
de precio y esperan encontrar los productos dentro de dichos niveles. Elegir el precio que
un producto debe tener y céomo debe evolucionar en el tiempo es un proceso de decisién
complejo, y que involucra no sélo a las funciones de costos y a los margenes de utilidad
deseados. Por ello, es fundamental que las companias se replanteen sus politicas de fijacién

de precio y el rol que éstas desempenan en mercados cada vez mas complejos.

El presente trabajo busca definir estrategias de precio para bienes perecibles, extendiendo
el trabajo realizado por Bitran y Mondschein (1994) en su articulo “Periodic Pricing of
Seasonal Products in Retailing”. Bitran y Mondschein estudian el comportamiento éptimo
del precio a lo largo de un periodo de tiempo definido, para un producto perecible que
es vendido en una tienda. La principal extensién que se realizard al modelo de Bitran y
Mondschein corresponde al aumento del nimero de tiendas en las que simultdneamente se
vende el mismo producto. Ademas, se aplicaran los modelos desarrollados al caso particular
de una importante tienda por departamentos chilena comparandose los ingresos por venta
asociados a su actual sistema de fijacion de precios con los que se obtendrian usando los

modelos aqui desarrollados.

Los productos perecibles, como se entiende en este trabajo, son todos aquellos bienes
que manifiestan algin tipo de obsolecencia; esta puede ser “fisica”, es decir, productos con
fecha de vencimiento, deterioro o desgaste a través del tiempo, como por ejemplo alimentos
perecibles o pasajes de avién. Otro grupo de productos que caen en la categoria de perecibles,

como se entiende en este trabajo, son aquellos que presentan obsolecencia “sicologica”, y son
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aquellos productos que estan sujetos a algiin tipo de moda, principalmente vestuario, y que

pasado cierto periodo, dejan de interesar a los consumidores.

Estas dos categorias de producto perecibles definidos anteriormente, comparten ciertas
caracteristicas, las cuales permiten considerarlos como idénticos desde el punto de vista de
este estudio. Estas caracteristicas corresponden a un horizonte de venta finito y un valor
residual, pasado este horizonte, muy bajo (cero en algunos casos). Lo que este estudio
busca, es extender los trabajos desarrollados hasta la fecha, manteniendo siempre presente

las posibles aplicaciones practicas que los resultados encontrados puedan tener.

1.1 ANTECEDENTES BIBLIOGRAFICOS

Existe dentro de la bibliografia un gran ntimero de trabajos que se relacionan con el tema
de las estrategias de precio y sus efectos sobre las conductas de compra por parte de los
consumidores, dentro del marco de lo que son los productos perecibles . Sin embargo, son
muy pocos los que desarrollan, en términos formales, algin tipo de modelo que estructure

dichas estrategias.

La busqueda de politicas 6ptimas de precio ha sido enfocada desde distintas perspec-
tivas por economistas e investigadores en marketing y operaciones. Los economistas, por
décadas, han enfocado sus modelos en torno a las teorias del consumidor, las que consideran
consumidores racionales maximizadores de utilidad. Estos estudios se concentran en torno
a equilibrios de precio deterministicos, dejando de lado aspectos tacticos relacionados con
demandas estocasticas y niveles de inventario. Ademas, estos estudios son generalmente
enfocados a la industria en forma agregada, descuidando un andlisis mas fino asociado a

productos especificos de una empresa o tienda en particular.

Para los investigadores en marketing, las estrategias de precio son una importante her-
ramienta para incrementar los ingresos. Dentro de este grupo, una importante linea de tra-
bajo estd vinculada al estudio de los efectos sobre los consumidores de las distintas politicas
promocionales, como por ejemplo, las modificaciones de precio. La mayoria de los traba-
jos en esta area son de caracter cualitativo y buscan explicar ciertos comportamientos de
compra observados en la practica. La importancia que estos trabajos tienen en este estudio,
tiene relaciéon con la forma funcional que debe existir entre precio y demanda. Asi por ejem-

plo, Kalwani y Yim (1993) senalan que los consumidores se forman expectativas de precios
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y es por ello que precios bajos pueden tener efectos negativos sobre las ventas. Por otro
lado, tanto Kahn y Raju (1991), Lichtenstein, Ridgway y Netemeyer (1993) como Gupta y
Morrison (1991) muestran como la heterogeneidad que existe entre los consumidores de un
mismo bien, se traduce en efectos completamente distintos en sus conductas de compra ante

variaciones en el precio.

Por su parte, los estudios realizados en el tema por parte de investigadores en operaciones
aparecen, si bien poco extenso, como estructurados y formales. Los primeros pasos dados
en el drea, corresponden a Belobaba (1987-89) en su estudio del comportamiento tarifario
de las aerolineas. En este modelo ya se reconocen algunos aspectos importantes como una
demanda estocéstica, un horizonte finito y el rol fundamental que juega el nivel de inventario
sobre el nivel de precio. En el trabajo de Rajan, Rakesh y Steinberg (1992) se generalizan
los conceptos basicos y bajo ciertos escenarios especificos se identifican ciertos patrones de
comportamiento para el precio. Mas cercano a la linea de este estudio se encuentran el
trabajo de Lazear (1988), usando un modelo simplificado de demanda aleatoria, Lazear
estudia los efectos que provocan sobre el precio el nivel de inventario y un horizonte de venta

finito, determinando conductas éptimos para el precio.

Los modelos estudiados por Gallego y Van Ryzin (1992) y Bitran y Mondschein (1994)
son el punto de partida para este trabajo. En ellos se considera, por un lado, una actitud de
compra, por parte de los consumidores, caracterizada por un proceso Poissoniano de llegada
a los puntos de venta y una cierta funciéon de distribucién de probabilidad general para el
precio de reserva (precio maximo dispuesto a pagar) de los clientes. Se define un horizonte
finito de venta y un nivel inicial de inventario. Los modelos son resueltos usando técnicas de
programacion dinamica, encontrandose politicas éptimas para el precio durante el tiempo y

su relacién con el nivel de inventario.

1.2 MODELO BASE

A continuacion se describen las distintas variables, parametros y funciones que intervienen
en la formulacién de los distintos modelos que se presentardan en este trabajo . Para ello, y
con el fin de ejemplificar la estructura funcional bajo la cual se relacionan estos elementos,

se expondra el modelo utilizado por Bitran y Mondschein (1994), que es, como ya fue dicho,
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la base de las distintas variantes que este estudio desarrolla.

Bitran y Mondschein estudian el caso de una tienda tnica, la cual vende cierto bien,
durante un periodo de tiempo limitado. Este modelo asume un proceso de llegada Pois-
soniano, para los potenciales consumidores, con una tasa de llegada que no depende del
precio, sino mas bien del tiempo, de los esfuerzos publicitarios del vendedor y de las carac-
teristicas generales del producto , como por ejemplo, bien de primera necesidad o suntuario.
La independencia de la tasa de llegada de los clientes con el precio aparece como una buena
aproximaciéon para tiendas que manejan un gran nimero de productos, y a las cuales llegan
los clientes motivados principalmente por la variedad y comodidad més que por los niveles

de precio que en general desconocen con exactitud.

La poblacion de consumidores es caracterizada por el maximo precio que estos estan
dispuestos a pagar por el bien, es decir, sus precios de reserva. Si el precio de venta es menor
que el precio de reserva, los clientes compran el producto. Los vendedores solo conocen una
distribucion de probabilidad de los precios de reserva y por tanto tienen conciencia que un
precio alto puede significar perder un cliente y un precio bajo puede significar la pérdida del

excedente del consumidor.

Al comienzo de cada periodo, el vendedor debe decidir el precio a cobrar de modo de
maximizar el beneficio neto esperado sobre el horizonte de venta, dado un nivel de inventario
disponible, el proceso aleatorio de llegada y la distribucién del precio de reserva. Ademas,
al comienzo del periodo de venta, el vendedor adquiere el stock de producto que vendera y
no le es posible acceder a mas durante la temporada de venta. El principal motivo que en
general imposibilita el reodenamiento de producto es que el tiempo que tarda en llegar a la
tienda un pedido es mayor que el tiempo restante de venta. Por ejemplo, en lo que se refiere
a ropa de moda, esta generalmente se importada del extranjero (en algunas ocasiones son
las telas necesarias para su fabricacién), por lo tanto cuando una tienda nota que le hara
falta més de un cierto articulo , el tiempo que resta para el fin de temporada no es suficiente

para justificar un pedido.

Es importante destacar que en este modelo son las disminuciones de precio las que in-
centivan las ventas, sin embargo, las ventas no aumentan por un mayor nimero de clientes

que llegan a la tienda, sino més bien por el aumento de la fraccién de personas que, una vez
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en la tienda, se interesan por el producto.

Por otro lado, el problema es abordado por los investigadores de dos maneras. La primera
asume que el precio puede ser modificado arbitrariamente, en cualquier instante del periodo
de venta, y recibe el nombre de modelo de tiempo continuo. La segunda, més realista,
asigna una revision peridédica de los precios en fechas precisas, por ejemplo al comienzo de

cada semana.

La notacién utilizada es la siguiente:

A = tasa de llegada por unidad de tiempo de los consumidores.

C = inventario inicial al comienzo del horizonte de venta.

H = horizonte de venta.

f(x) = funcién de densidad de probabilidad para los precios de reserva.

F(x) = funcién de distribucién acumulativa para los precios de reserva.

1.2.1 Modelo de Tiempo Continuo

En este modelo se subdivide el horizonte de planificacién en intervalos de tiempo suficien-
temente pequenos, de manera que a lo mas una llegada pueda ocurrir en dicho tiempo. En
rigor, la formulacién de tiempo continuo se obtiene cuando el ancho de estos intervalos tiende

a Cero.

Se define V;(¢) como el méximo beneficio esperado si se dispone de un inventario ¢ al
comienzo del periodo t. La probabilidad de vender una unidad al precio p en el periodo t es
igual al producto de las probabilidades que una llegada ocurra en ese periodo y que el precio
de reserva de dicho consumidor sea mayor o igual a p. Definiendo At como el intervalo de
tiempo en el cual a lo mas una llegada puede ocurrir (At queda determinado por la tasa, A,
de llegadas de los clientes), el nimero de periodos durante el horizonte de venta es igual a
T = H/AL.

La formulacién matematica para este modelo es:

Vi(e) = max{AtA(1 — F(p))(p + Vi-a(c — 1)) + (1 = AtA(1 = F(p)))Via(0)} (1.1)

p=>0
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Condiciones de Borde:
Vi(0)=0 Wt=0,1,2..T.

Vo(c) =0  Vee N.

Dos de los resultados mas importantes, que Bitran y Mondschein encuentran para este

modelo son:

“El precio 6ptimo para un periodo dado es decreciente con el nivel de inventario”.

Pt Z Pt,c+1 Vta C.

donde p; . es el precio 6ptimo a cobrar en el periodo ¢ si el nivel de inventario disponible

€s C.

“El precio 6ptimo para un nivel de inventario dado es decreciente en el tiempo”.

Dt = Di-1,c Vt, c.

Combinando los dos resultados anterior, es posible mostrar que la trayectoria que sigue
el precio a través del tiempo no es mondétona, siendo decreciente durante los periodos en que

no se realizan ventas y creciendo bruscamente en los instantes en que éstas se producen.

1.2.2 Modelo de Revisiones Periodicas

En este modelo, se asume que el precio sélo puede modificarse en ciertos instantes predefinidos
durante el ciclo de venta. Definiendo, K como el nimero de veces que el precio es modificado,

y T} como la duracién del k-ésimo intervalo se tiene que la suma de los T}, es igual a H.

En estas condiciones, dado que las duraciones de los intervalos de precio fijo son arbi-
trarias, se tiene que la probabilidad que lleguen n clientes a la tienda es significativa (no

despreciable) para todo entero n, en cualquiera de los K periodos.

Definiendo V' Py(c) como el beneficio esperado maximo desde el periodo k en adelante si

el inventario disponible es c¢. La formulacién matemética en este caso es:

o0

VP(c) = I]I}gg( [(min(c,j)p + V Py_1(c — min(c, j))|Pr(Dk(p) = j) (1.2)
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Condiciones de Borde:
VP(0) =0 VEk.

VPy(c)=0 Ve

En la ecuacién anterior, Pr(Dy(p) = j) corresponde a la probabilidad que j consumidores

demanden efectivamente el bien a un precio p en el periodo k.

Los dos modelos anteriores representan el punto de partida para las variantes que este

estudio desarrolla, las que son descritas a continuacion.

1.3 ALCANCES DEL ESTUDIO

A partir de los resultados anterior, el presente trabajo se extiende a un escenario menos
simplificado que se presenta en este tipo de mercados, como es el caso de multiples tiendas.
Ademas, analiza el comportamiento de los resultados frenta a variaciones en las estimaciones
de la demanda estudiando la propagacién del error a través del modelo. Por tltimo, se
aplicaran los modelos desarrollados al caso particular de una tienda por departamentos

chilena.

1.3.1 Modelo de Multiples Tiendas

En esta seccién se estudia el caso de una compania que dispone de dos tiendas para vender
sus productos. Cada tienda enfrenta una demanda particular (distintas) y las decisiones a
tomar tienen relacién con la forma en que se debe administrar el inventario disponible y
el comportamiento que el precio debe tener. Se estudiara el caso particular en que ambas
tiendas fijan un precio comin cada periodo, puesto que en el caso de fijar precios por separado
el modelo desarrollado por Bitran y Mondschein (1994) permite determinar las estrategias

de precio 6ptimas en cada tienda por separado.

1.3.2 Analisis de Propagacion de Error

En este punto se busca medir la sensibilidad del modelo y de los resultados que genera en

funcién de sus parametros. Es decir, como cambian las estrategias de precios y los valores



8 CHAPTER 1. INTRODUCCION

de la funcién de beneficio si los parametros observados que caracterizan a la demanda se

mueven dentro de cierto rango.

1.3.3 Aplicacion

Por 1ultimo, este trabajo concluye con la aplicacion de los resultados obtenidos a un caso
particular de una cadena de tiendas por departamentos chilena. Con este punto, se intenta
por un lado validar el modelo desarrollado, como también determinar la magnitud de los

beneficios que su aplicacién puede generar.

La metodologia utilizada en el planteamiento y resolucion de estos puntos se describe a

continuacion.

1.4 METODOLOGIA

La metodologia para desarrollar el tema descrito se compone de las siguientes etapas:

e Formulacién del Problema: Reconocer los distintos elementos involucrados, las rela-
ciones funcionales que los unen y las restricciones impuestas, obteniendo como resultado

un modelo matematico que represente el problema a estudiar.

e Resolucion del Modelo: El siguiente paso consiste en encontrar condiciones de optimal-

idad y como se traducen éstas en las conductas y valores de las variables de interés.

e Desarrollo de las Soluciones: Una vez resuelto el modelo y encontradas, lo mas sim-
plificadas posibles, las condiciones que caracterizan el éptimo, corresponde desarrollar
técnicas que permitan, para cada situacion especifica, identificar el comportamiento de
esta solucion 6ptima. Para ello, se deberan implementar programas computacionales

utilizando heuristicas que permitan acceder facilmente a la solucion.

e Una vez desarrolladas las soluciones al problema, corresponderd analizarlas a la luz
de lo observado en la practica. El objetivo es poder decidir si en la realidad se opera
de acuerdo a los resultados encontrados, o si bien los supuestos y simplificaciones

utilizados deben ser replanteados con el objeto de hacer mas realistas los resultados.
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MODELO DE TIEMPO CONTINUO
PARA DOS TIENDAS

2.1 INVENTARIOS SEPARADOS

Este caso corresponde a un escenario bastante usual en la préactica, y es el de una cadena
de tiendas (en este modelo dos) que vende sus productos fijando un precio comun entre las

1 las cuales enfrentan consumidores distintos tanto en su proceso de llegada a la

tiendas
tienda, como en su disponibilidad a pagar por el producto. Al comienzo del periodo de venta

las tiendas se dividen el inventario total, sin poder intercambiar productos posteriormente.

La tienda i-ésima (i=1,2) se caracteriza por tener un inventario ¢; y por la llegada de sus
clientes de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa \;. Ademas el precio de reserva para los

clientes de la i-ésima tienda se caracteriza por una funcién de distribucién Fj(p).

En este modelo se asume que el precio es revisado en cada instante, o bien, es revisado
cada At unidades de tiempo con At suficientemente pequeno. De esta forma, durante este
periodo de tiempo, la probabilidad que lleguen dos o mas clientes es despreciable para el
conjunto de tiendas. Maés atin, como el proceso de compra completo es Poissoniano y que el
intervalo de tiempo es muy pequeno, se tiene que la probabilidad de vender una unidad en

la tienda 1 es:

Ai(p) = Mi(1 = Fi(p)) At (2.1)

Tomando en cuenta lo anterior, la funciéon de beneficio conjunta para la dos tiendas en

1Gi las tiendas no fijan sus precios en comun entonces el problema de fijacién de precio puede resolverse
por separado (Bitran y Mondschein (1994))
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un instante ¢ con inventarios ¢; y ¢y para la tienda 1y 2 respectivamente es By(cq, ¢2) con:

Bi(ci,c0) = rggg{p[Al(p) +Xa(p)] + Bi—i(er — 1, c2) M (p)
+ Bii(cr, 2 — DAa(p) + Bioa(er, co) (1 — Ai(p) — A2(p)) (2.2)

Condiciones de Bordes:
Bo(c1,¢0) =0 Ve, 0 >0
B;(0,0)=0Vt>0
Por otro lado, dentro del marco de este estudio, se exigiran ciertas caracteristicas a la
funciéon de demanda y por tanto si una funcién de demanda las satisface se dird que es

regular, o bien, que satisface las condiciones de regularidad. Estas caracteristicas son:

e \i(p)>0 Vp>0

e J! p* > 0 méximo local de pA;(p)

La primera condicién senala que siempre existe una probabilidad no nula de vender una
unidad de producto para todo nivel de precio. La segunda condicion indica que el beneficio
asociado a la venta de una unidad es una funcién pseudoconcava del precio.

En lo que sigue, todos los resultados obtenidos presuponen que las demandas son regulares

en términos de las relaciones antes expuestas.

2.1.1 Propiedades Basicas de la Funcién de Beneficio

Algunas de las principales propiedades basicas que satisface la funciéon de beneficio son las

siguientes:

La propiedad 1 expresa un resultado que esta muy ligado a la formulacion misma del
problema. En efecto, como el modelo asume que a lo mas una unidad puede venderse por
periodo, entonces en una tienda se podra vender a los més tantas unidades como el niimero
de periodos que restan. Por lo tanto si una tienda tiene un niimero de unidades de producto
superior o igual al nimero de periodos que faltan entonces no reportara beneficio alguno

aumentar el inventario de esa tienda.

Propiedad 1: Ve, >0y Vey > t
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Bt(Cl + 1, CQ) = Bt(Cl, Cg) (23)

La segunda propiedad complementa la anterior , diciendo que al aumentar el inventario
de una tienda para un periodo dado, el beneficio esperado aumenta. Siempre y cuando el
inventario de la tienda a la cual se le incrementa el stock no es mayor al nimero de periodos
que faltan.

Propiedad 2: Ve, > 0y Ve <t

Bt(Cl + ]_, CQ) > Bt(Cl, Cg) (24)

Las dos condiciones anteriores son el claro reflejo del principio de mas es mejor, puesto
que al no considerar las funciones de beneficio los costos de compra o produccién de los
bienes, aumentar el inventario se traduce solamente en un ntimero mayor de ventas posibles,

y por tanto en un beneficio esperado mayor.

La propiedad 3 en cambio describe una caracteristica particular del modelo, mas atn, del
tipo de producto que se estudia. Que un producto sea perecible, desde el punto de vista del
vendedor, significa tratar de venderlo lo antes posible al mejor precio, por lo tanto si durante

un periodo no se venden productos el beneficio esperado disminuye. 2

Propiedad 3: Vep, Ve con ¢p 206 ¢cp £ 0

Bt+1(017 CQ) > Bt<01, CQ) (25)

Se debe hacer notar, que todas las propiedades estan expresadas en términos del nivel de
inventario ¢y, pero tienen claramente su equivalente para el nivel de inventario de la tienda
2 (c2). Con el objeto de poder identificar las propiedades relacionadas con ¢y, se sefialaran
mediante una (’), es decir, por ejemplo, la propiedad 1’ dice que By(cy,c2 + 1) = By(cy, o)

cuando ¢y es mayor o igual a t.
Las demostraciones de estas propiedades se presentan en el ANEXO 1.

A continuacién, se enuncian dos proposiciones que describen el comportamiento del precio

o6ptimo, en términos del nivel de inventario y el periodo.

2Esta caracteristica podria presentarse en modelos de productos no perecibles pero que incorporaran
algin tipo de reajuste monetario o tasa de descuento
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Proposicién 1 Si la funcién de beneficio satisface las siguientes condiciones: 3:

o Voo, >0y Vey <t

Biii(c1 +1,¢2) = Biga(cr, ¢2) > Bi(er + 1, ¢2) — By(er, c2)

entonces, para niveles de inventarios dados, el precio optimo es no creciente con el

periodo, es decir:

per1(c1, ca) > pi(eq, ca) Ver, e

La condicién Byii(c; + 1,¢0) — Bir1(e1,¢02) > Bi(er + 1,¢3) — By(eq, ¢2) exigida en la
proposicién anterior senala que los incrementos en el inventario de una tienda son mas
beneficiosos cuando se dispone de mas tiempo para la venta. Esta condicion es bastante
razonable si se piensa que el beneficio adicional de una unidad maéas se hace palpable sélo
cuando la unidad extra es vendida, lo que es mas probable cuando se dispone de un niimero

mayor de periodos de venta.

Proposiciéon 2 Si la funcion de beneficio satisface las siguientes condiciones:

o Voo >0y Ve <t

Bi(c1 +1,¢2) — Bi(er, e2) > Bi(er + 2,¢2) — Bl + 1, 2)

o Vo <tyVey <t

Bt(Cl + 1, CQ) — Bt(Cl, 62) > Bt(Cl + 1, Cy + 1) — Bt(Cl, Co + 1)

entonces, para un pertodo dado, el precio dptimo es no creciente con el nivel de inventario

de una tienda, siempre que este no sea nulo, es decir:

pi(cr,c2) > pi(er + 1, ¢2) Ver, e 1 #0

3Tanto la condicién como la proposicién estd expresada en términos del inventario de la tienda 1, y tiene
su equivalente para la tienda 2
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La condicién By(cy+ 1, ¢2) — Bi(c1, ¢2) > Bi(e1 + 2, ¢2) — Bi(c1 + 1, ¢2) indica que mientras
mayor es el inventario en una tienda menor sera el incremento del beneficio provocado por una
unidad adicional de producto. Pensando que el beneficio extra provocado por una unidad
adicional de producto depende de la probabilidad que existe de vender esa unidad y que
mientras mayor es el inventario menor serd esa probabilidad, la condiciéon anterior parece
bastante razonable.

Por otro lado, la condicién By(c; + 1, ¢2) — By(cq,¢0) > Bi(er + 1,¢0+ 1) — By(eq, 02+ 1)
que senala que el beneficio adicional de una unidad extra en alguna tienda es mayor mientras
menor es el inventario de la otra se justifica considerando que mientras menor es el inventario
de una tienda mayor importancia adquiere la otra tienda desde el punto de vista del beneficio
y por tanto incrementar el inventario de esta tltima tendra un mayor efecto sobre el beneficio.

Las demostraciones de las proposiciones anteriores se encuentran en el ANEXO II.

2.1.2 Extension

En el analisis anterior, la tasa de llegada de los clientes a la tienda se mantuvo constante
interpretandose el proceso de llegada de los clientes como homogéneo. Este supuesto es
posible relajarlo sin peder los resultados obtenidos.

Supéngase que la tasa de llegada de los clientes a la tienda i (i=1,2) es una funcién del
tiempo A;(t). El efecto que este cambio provoca sobre el modelo desarrollado es que para
los intervalos de tiempo de precio fijo At la probabilidad de vender una unidad ya no sera,
en general, constante. Por lo tanto, para recuperar una probabilidad constante de venta por
periodo se deben escoger los At no como intervalos de ancho fijo sino variable.

Lo que se debe hacer entonces es construir una sucesién de intervalos {At} de tal forma
que al interior de cada uno de ellos la probabilidad de venta de una unidad sea constante
para un precio dado.

Sea A(p) la probabilidad deseada de venta de una unidad en cada periodo, entonces los

intervalos {At} pueden construirse en forma inductiva de acuerdo a la siguiente regla:

M) = A - P 26

La expresién anterior permite calcular Ayt conocido los k — 1 intervalos previos; A;(p)

corresponde a la probabilidad de vender una unidad utilizada en el modelo homogéneo.
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Una vez corregidos los anchos de los intervalos el modelo de tasa de llegada dependiente
del tiempo se convierte en un problema equivalente al desarrollado anteriormente y por tanto

su formulacién, propiedades y resultados se mantienen.



Chapter 3

ANALISIS DE PROPAGACION DE
ERROR

Interesa en este punto estudiar la sensibilidad del modelo de tiempo continuo frente a varia-
ciones en las estimaciones de los parametros. En particular, se analizara el caso en el cual
la estimacion de la funcién de distribucién para el precio de reserva tiene algin grado de

incerteza.

Para ello, se caracterizard la variabilidad en la estimacién de F'(p) asumiendo que el valor
verdadero para la funcién de distribucién del precio de reserva (Fy (p)) oscila en torno del
valor estimado (F'(p)) de acuerdo a un cierto error porcentual de valor z (0 < z < 1). Es

decir, se tiene que:

Fy(p) € [F(p) —xF(p); F(p) +xF(p)]  ¥p>0 (3.1)

Ahora bien, antes de realizar el analisis del modelo, resulta conveniente recordar las
expresiones de propagacion del error porcentual para las operaciones que intervienen dentro

de él, es decir para la suma y el producto.

3.1 RESULTADOS PRELIMINARES

3.1.1 Suma

Sean a y b dos reales medidos con cierta incerteza representada por errores Aa y Ab respec-

tivamente. Entonces, se tiene que el error propagado para a + b viene dado por:
Ala+b) =Aa + Ab (3.2)

15
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Luego, el error para la suma corresponde a la suma de los errores de las componentes.

3.1.2  Multiplicacion

Con el mismo enunciado anterior, el error propagado para el producto es:

A(ab) =bA(a) + aAb)+ Ala)AdD) (3.3)

Las demostraciones de (3.2) y (3.3) se encuentran en el ANEXO III(A).

3.2 INVENTARIO MAYOR O IGUAL AL PERIODO

El estudio se realiza para el caso particular de una tienda cuyo inventario disponible ¢ en un
periédo n cualquiera es mayor o igual a n.
En este caso se verifica que el error porcentual en la funcién de beneficio es constante

independiente del periodo. Para ello, basta verificar la siguiente propiedad.
Proposicién 3 Sin < ¢ entonces se tiene que B,(c) =n By(1).
La demostracion de (3) se hace por induccién sobre k = n + c.
e Para k =1. Comon < csetiene c =1y n =0 con lo cual la proposicién es inmediata.

e Se asume valida la proposicion hasta k — 1.

e Se demuestra para k.

By(c) = maxpzo[pAAL(1=F(p))+Bp-1(c=1)AAL(1—F(p))+Bp-1(c) (1=AAL(1=F(p)))]

Usando la hipotesis inductiva en la expresion anterior se tiene:
By, (c) = max,>o[pAAL(1 — F(p)) + (n — 1) Bi(1)AAH(1 — F(p)) + (n — 1) (1 — AA(1 —
F(p))]

es decir,

B,(c) = (n—1) Bi(1) + max,>o[pAAL(1 — F(p))]
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y como

By (1) = max,>o[pAAL(1 — F(p))]

se concluye que B,(c¢) =nBi(1). 1

ademas se cumple que

s = pi Ve>n (3.4)
Luego de lo anterior se tiene que el error absoluto en By, (c) es n veces el error absoluto en

By (1), como también que el error porcentual de B, (c) es igual al error porcentual de By(1).

Como

Bi(e,p) = pAAL(1 — F(p)) (3.5)

se tiene que el error porcentual de By (c,p) (x1(p)) puede calcularse utilizando las expre-

siones de propagacion del error como:

F(p)
= 3.6
Si p; es el precio que maximiza Bj(c, p), se tiene que:

1—F(p)

) 37)
y por tanto si x; = x1(p;) se tiene
F(p1)

T = x 3.8
' p1f(p1) (3:8)

Por lo tanto, usando (3) se tiene que:

Proposicién 4 Sin < ¢ entonces el error porcentual en la funcion de beneficio provocado
por una mala estimacion de la distribucion del precio de reserva (F(p)) es constante e igual

a:’

_ F(p1)
1—F(p1)
donde x es el error porcentual asociado a la estimacion de F(p).

T i

ademds del resultado anterior es posible observar que z; > x si y sélo si F'(p;) > 0.5. Por

ultimo, de la expresion de z(p) es facil ver que es creciente con el precio.

Ahora corresponde analizar el caso en el cudl el inventario es menor que el periddo.
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3.3 INVENTARIO MENOR QUE EL PERIODO

Para este caso, se estudia un escenario méas especifico que en el punto anterior y corresponde

al caso en que las estimaciones de F(p) subestiman el valor verdadero Fy (p), es decir:

Fy(p) € [F(p); F(p) +aF(p)]  Vp=0 (3.9)

La condicién (3.9) se traduce en estimaciones para las funciones de beneficio mayores que
las realmente observadas y por tanto en este caso las estimaciones generan “pérdidas” pues

en promedio se observaran beneficios menores a los calculados.

La conclusién es totalmente distinta en el caso que las estimaciones de F'(p) sobreestiman
el valor verdadero Fy(p) pues en este caso las estimaciones generan “ganancias” al ser los

beneficios estimados menores que los observados *.

El siguiente anélisis se centra en el caso representado por (3.9) pues corresponde a la

situacion mas riesgosa desde el punto de vista de las estimaciones.

3.3.1 Sobreestimacion de los Beneficios

El primer paso es verificar que efectivamente los beneficios se sobreestiman cuando Fy (p) es
mayor que F(p).

Sean

o AF(p) = Fy(p) - F(p)
e AB,(c) = BY(c) - B,(c)

n

donde BY (¢) y B,(c) corresponden al beneficio esperado real y estimado respectivamente
en el periodo n si se dispone de un inventario c.

Considerando que B, (c) puede escribirse como
Bu(c) = pr AAL(1 = F(py,)) + Buoa (c=DAAL (1= F(pf,)) + Bna () (1= AAL(1 = F(py,))) (3.10)

y utilizando las expresiones de propagacién de error (3.2) y (3.3) se tiene que:

'El término “ganancia” se emplea en un sentido informal asociado al hecho que los beneficios que se
obtienen superan a los proyectados. Sin embargo, la presencia de incertidumbre en los parametros siempre
significa que los beneficios esperados que se obtienen son menores que los que se obtendrian de no existir
incertidumbre y por tanto en términos formales las estimaciones siempre generan “pérdidas”.
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ABu(c) = [+ Bui(c—1) = Bua(QNAEAF(pS) +
AByi(c—1) = ABua(e)(1 = Fo(pl) + ABua(c)  (3.11)

Ademas de (3.10) se tiene:

DS+ By i(c— 1) — By 1(Q)INAE = [Bu(c) — BM((;)]HE@C) (3.12)
Con lo cual reemplazando (3.12) en (3.11) y reodenando se tiene:
M) = ~[Bule) = B0~ e
ABy1(c—=1)(1 = Fv(py)) +
AB, -1 (c)(Fy (p,)) (3.13)

El supuesto es que AF(p) > 0 y a partir de él se verificard que AB,(c¢) < 0 Vn, Ve > 0.

En forma inductiva sobre k£ = n 4+ ¢ se tiene que:

e Para k =1es decirn=1yc=1usando (3.5) se tiene

AB (1) = =MAtAF(p}) <0

e Suponiendo valido el resultado hasta k — 1.

e Se demuestra para k.
A partir de (3.13), recordando que B, (c¢) > B,,—1(c) y utilizando las hipétesis inductivas
sobre AB,,_1(c—1) y AB,,_1(c) es facil ver que el primer sumando que conforma AB,,(c)
es negativo. Los dos sumandos restantes son negativos pues AB,,_1(c—1) y AB,_1(c)
son negativos y claramente 1 — FV(pt) > 0y FV(p%) > 0. De esta forma, todos los

términos que se suman en (3.13) son negativos concluyéndose que AB,(c) < 0. &

Intuitivamente, el resultado anterior puede entenderse al observar que si AF(p) > 0
entonces [1 — Fy(p)] — [1 — F(p)] = —AF(p) < 0 luego [1 — Fy/(p)] es menor que [1 — F(p)].
Es decir, la fraccién real de clientes que compran el producto (1 — Fi/(p)) es menor que la
fraccién considerada en las estimaciones (1—F'(p)), por lo tanto en el modelo con estimaciones
se visualiza a los clientes como mas interesado por el producto de lo que realmente estan y

por tanto se esperan beneficios mayores a los que realmente se obtendran.
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3.3.2 Cotas para el Error Porcentual de los Beneficios

Interesa en este punto determinar el comportamiento del error porcentual de las funciones de
beneficio a medida que aumentan los periodos de venta para diferentes niveles de inventario.

Para ello, se utilizara un resultado previo bastante intuitivo.

Proposicion 5 Mientras mayor es la disponibilidad a pagar por parte de los clientes mayor

beneficio adicional provoca una unidad extra de inventario.

BY(c)— BY(c—1) < B,(c) — By(c—1)

La demostracién de la proposicién anterior se encuentra en el ANEXO III(B1).
A partir de la proposicién (5) es posible mostrar que el valor absoluto del error porcentual

de B,(c) es acotado superiormente por:

_ABy(c)

ey F})
< xi(p,) = T(p%)

donde z1(p%) definido en la seccién anterior representa el error porcentual de Bj(c) si el

(3.14)

precio cobrado es p¢. La demostracién de (3.14) se encuentra en el ANEXO I11(B2).

Como z1(p) es creciente en p es decir, mientras mayor el precio p§ mayor es la cota superior
para el error porcentual de B,(c). Por lo tanto, como p¢ aumenta con n y disminuye con c,
mientras mayor nimero de periodos se disponga para la venta de producto mayor es la cota
del error y mientras mayor es el niimero de unidades a vender menor es la cota para el error
porcentual. Es destacable que para ¢ > n la cota que entrega ( 3.14) coincide con el valor
real del error calculado en la seccién anterior. En efecto, si ¢ > n por (3.4) p& = p; con lo

cual x1(pt) = x1(p1) que es la conclusién que se obtuvo en el caso anterior.

3.4 CASO GENERAL

A partir de los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores es posible expresar la

cota superior del error porcentual de B,(c) mediante un resultado tnico.

Proposicion 6 Si la funcion de distribucion del precio de reserva utilizada en el calculo de

B,(c) (F(p)) subestima el valor vedadero de esta (FV(p)) de tal forma que

FV(p) € [F(p); F(p) + xF(p)]  Vp>0
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entonces los beneficios esperados estimados sobreestimaran los verdaderos y el error por-

centual de B, (c) estard acotado superiormente por:

F(p5,) .
1—F(pg)

donde p5, es el precio optimo a cobrar en el periodo n si el inventario disponible es c y la
funcién de distribucion para el precio de reserva utilizada es F(p). Ademds, la cota anterior

serd activa en los casos que ¢ > n.
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Chapter 4

MODELO DE REVISIONES
PERIODICAS

En los capitulos anteriores, y por razones tedricas, se asumié que el precio podia ser modifi-
cado en cualquier instante del periodo de venta. En la practica, no existen tantas libertades;
el precio es modificado un nimero reducido y muchas veces predeterminado de veces durante
el ciclo de venta. Es por ello, que en este capitulo se desarrolla un modelo que permite incor-
porar estas restricciones. Inicialmente se estudia el caso de una tienda para luego extenderlo

al caso de dos tiendas.

4.1 SUPUESTOS

Para facilitar el manejo matematico de los modelos aqui desarrollados se caracteriza las

funciones de demanda en base a un conjunto de supuestos.

1. Las funciones de distribucién (F(p)) y densidad (f(p)) de probabilidad para el precio

de reserva son continuas y diferenciables.
2. Si p — oo entonces pf(p) — 0.

3. Las funciones de beneficio para el modelo de una tienda admiten un tnico maximo

local en el nivel de precio.

La primera condicion permite asegurar las técnicas de derivaciéon como herramientas
de caracterizacién de puntos extremos, entre otras cosas. La segunda condicién garantiza la
existencia de un precio de reserva promedio, junto con asegurar la tendencia a 0 del beneficio
si p tiende a infinito. Por ultimo, la tercera condicion permite asegurar que las condiciones

de primer orden en la maximizacion de los beneficios caracterizan los valores 6ptimos.

23
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4.2 MODELO DE UNA TIENDA

La formulacién del modelo de revisiones periddicas es muy similar al caso continuo, sélo que
en este caso la probabilidad de vender 2 o méas unidades en un periodo de precio fijo ya no
es despreciable.

Sean Ty, T, ....., T}, las duraciones de los k periodos de precio fijo, es decir, el precio es revisado
al comienzo de cada periodo y permanece constantes hasta el final de este. Es claro que se
satisface ZfZO(Ti) = H, duracién del horizonte de venta, la funcién de beneficio recursiva
Vile,p) (i =1, ...... , k) representa el beneficio esperado si al comienzo del periodo ¢ se dispone

de un inventario ¢ y se cobra un precio p por el producto, es decir:

Vi(e,p) = Elp - min(c; Di(p)) + Viei(maz(c — Di(p); 0))] (4.1)

donde E representa el operador valor esperado, D;(p) la demanda del i-ésimo periodo con

un precio de p y Vi(c) = maz,>oV;(c;p). Dados los supuestos que se han establecido para la
demanda, D;(p) tiene una distribucién Poisson de parametro \;(p) = A\T;(1 — F(p)), por lo

tanto

) ) ke—=Xi(p)
Vi(e,p) = I;[min(c; k)p + Vi_1(max(c — k; 0)](/\1(%
= p- [ZC: kProb(D;(p) = k) + ¢ i Prob(D;(p) = k)]
k=0 k=c+1
= pele= 3ol — k) Prob(Di(p) = b)] (42)

Interesa estudiar para este modelo el comportamiento del precio 6ptimo de un periodo
cualquiera en funcién del inventario, como también la evolucién del precio 6ptimo a través
del tiempo.

Un resultado bastante intuitivo es que mientras méas inventario se disponga mayor sera

el beneficio esperado.

Proposicién 7 La funcién de beneficio Vi(c) es creciente con c.

Vi(e+1) > Vi(c)

Para demostrar la proposicién anterior basta utilizar un razonamiento inductivo. En
efecto, claramente V;(1) > V;(0) = 0, luego si se acepta que V;(k) > V;(k — 1) es facil ver

que:
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Vile+1) = rjrplggc[p(c +1- Cil(c +1—Fk)Prob(D;(p) = k))
= k=0

S Vii(e — K)Prob(Dy(p) = k)]

= max[p(c — Y _[(¢c — k)Prob(D;(p) = k)] +1 — sz: Prob(D;(p) = k))

>
p=0 k=0 —

£ Y Viilet 1 - K)Prob(Di(p) = )

> Ilrjlz‘flg([p(c - Zi:(c — k)Prob(D;(p) = k)) + zi: Vi_i(c — k)Prob(D;(p) = k)]
= W (4.3)

|

Para realizar el estudio de este primer modelo se descompondra el problema en dos

escenarios. El primero y mas simplificado corresponde a suponer que existe un sélo periodo
o equivalentemente que el precio no puede modificarse durante el ciclo de venta.

En el segundo caso se asume que el precio sélo puede modificarse una vez y corresponde al

de dos periodos.

4.2.1 Modelo de Precio Constante

En este caso se cumple que T} = H y la funcién de beneficio esperado es:

Vi(e,p) = pE[D1(p)] (4.4)
c kef)\l(p)
Vifen) =p (4.)

En este caso, como sélo existe un periodo, no se puede analizar el comportamiento del
precio optimo a través del tiempo, por lo que se estudia el comportamiento de esta variable

con el inventario y con la duracién del periodo (77).

Proposiciéon 8 FEl precio optimo asociado a un modelo de un periodo es decreciente con el

mventario, es decir:

pi(c) > pi(c+1) Ve e N
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La demostracién de la proposicién anterior se encuentra en el ANEXO IV(A).

A partir del resultado anterior es posible mostrar que el precio 6ptimo es acotado.

Proposicion 9 Para todo nivel de inventario ¢ y para una duracion del periodo de venta
Ty > 0 el precio dptimo p§ estd acotado, inferiormente por pmin, Yy Superiormente pPor Pmaz

soluciones de las ecuaciones:

eATl(l_F(pmax)) — 1

Pmaxz =
)\Tlf (pmax)

La demostracién de esta proposicién se encuentra en el ANEXO IV(B). La cota minima
para el precio expuesta en la condicién anterior es independiente de la tasa de llegada ()
como también de la duracién del periodo de venta (7}).

El resultado anterior junto con el comportamiento del beneficio con el inventario permiten
asegurar que la funcion de beneficio es acotada para una duracién 7T; fija. En efecto, se tiene

que:

Proposicién 10 Si Vi(c,Ty) representa el mdximo beneficio esperado para el modelo de un

periodo de duracion Ty entonces se cumple que:

0 < Vi(e,Th) < V"**(Ty)

con

Vit (Th) = Clgglo Vi(e,Th) = /\Tlpgnmf<pmm)

La demostracién de la proposicién anterior es directa al pensar que la funcion de beneficio
esperado es creciente con ¢ por lo tanto el valor maximo del beneficio esperado se calcula
tomando el limite cuando c¢ tiende a infinito. Ademas, el precio 6ptimo a cobrar es decreciente
con ¢ y tiende a py;,. Por ultimo, el nimero de unidades vendidas es igual a Aj(pmin) Si
¢ — 00. Combinando estos resultados la proposicion anterior se obtiene inmediatamente.

Ahora bien, como p,,;, es independiente de Ti, la cota superior del beneficio V™ (1)
crece indefinidamente con 77 siendo entonces el beneficio no acotado con respecto a la du-
racion del periodo de venta. Este resultado no debe sorprender si se considera que el modelo

desarrollado no incluye ninguna tasa de descuento para los ingresos.
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Por otro lado, el precio éptimo resulta ser creciente con respecto a la duracién del periodo
T7. Mientras més tiempo se tenga para vender los productos mayor sera el niimero de clientes
con alta disposicién que visitan la tienda y por tanto precio més altos permiten aumentar el

beneficio.

Proposicién 11 Sip{(Ty) representa el precio optimo cuando el inventario inicial es ¢ y la

duracion del periodo de venta es T entonces se cumple que:

pi(Th) > pi(TY) T >T,

La demostracién se encuentra en el ANEXO IV(C).

A partir de la proposicién (9) el precio éptimo es acotado inferiormente independiente de
la duracién 717 del periodo de venta. Sin embargo, es posible mostrar que el precio éptimo
crece de manera no acotada cuando la duracion del periodo T crece en forma no acotada,

es decir:

Proposicién 12 Sip{(Ty) representa el precio optimo cuando el inventario inicial es ¢ y la

duracion del periodo de venta es T entonces se cumple que:

lim pi{(T1) — oo
T1—00

La demostracion se encuentra en el ANEXO IV(D).

Este resultado es consecuencia de asumir que para cualquier nivel de precio siempre
existen consumidores dispuestos a pagarlo. En la practica esto no parece ser asi, el precio
de reserva tiene un cota superior y por tanto la proposiciéon anterior deberia reescribirse en
estos casos senalando que el precio tiende al mayor precio de reserva cuando la duracion del
periodo de venta crece indefinidamente.

Hemos visto que la funcién de beneficio es creciente con el nivel de inventario lo que en
principio es bastante razonable, un resultado menos intuitivo tiene ralaciéon con el compor-

tamiento marginal de cada unidad extra de beneficio.

Proposicion 13 La funcion de beneficio es “concava“ en el nivel de inventario.

Vi(e) =Vile = 1) 2 Vi(e+ 1) = Vi(¢)
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La demostracién de esta propiedad se encuentra en el ANEXO IV(E).

El resultado anterior es consecuente con el hecho que exista una cota superior para el
beneficio. Ademds, como este modelo no incluye el costo de compra o produccién de los
productos, la proposiciéon anterior asegura la existencia de un nivel 6ptimo de inventario a
comprar.

En esta seccion se han presentados diferentes resultados en relacion al modelo de precio
constante para una tienda. En ellos se presenta el comportamiento éptimo del precio en
relacion al inventario y la duracién del periodo de venta, ademas en los casos en que existen
se han determinado cotas maximas y minimas para el precio. A continuacion se presenta una
aplicacion de los resultados anteriores al caso de una distribucién particular para el precio

de reserva.

Caso Particular

A modo de ejemplo, consideremos el caso particular para el cual la distribucién del precio

de reserva sigue una distribucién de Weibull de parametros o y 3, es decir:

fp) = app’te ™ Wp>0 (4.6)

Fip)=1—e" V¥p>0 (4.7)

Modelar el precio de reserva de acuerdo a una distribucion Weibull tiene no sélo ventajas
de simplicidad en el manejo algebraico también resulta comoda para modelar pues la flexi-
bilidad que le confieren los dos grados de liberatad que posee (a y [3) le permiten ajustarse
bien a los distintos tipos de comportamiento que puede presentar el precio de reserva. Por
ejemplo, el parametro 3 permite regular la sensibilidad de la probabilidad de compra con el
precio, un valor alto de § significa que la demanda es altamente sensible al precio.

Utilizando las expresiones anteriores de la funcion de densidad y la de distribucién es
posible encontrar el comportamiento de los precios minimos y maximos determinados en la
proposicién (9).

Para el precio minimo (p,,,) se debe resolver:

1— F(p)

T (48)

que en este caso equivale a
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1
Pmin = W (4.9)
Para el precio maximo (pp,q.) se debe resolver
)\Tl(]-_F(pmaz)) _1
Pmaz = P (410)
/\Tlf(pmax)
La solucién de (4.10), pias, debe satisfacer:
Sef—1
mar con
b afk
k = A\je Pmes (4.11)
es decir,
ek —1
Pmaz = Pmin ( L (412)

, k_ . .
ademds, “ L es creciente con k vy k es acotado superiormente por AT}, por lo tanto se

< et -1 (4.13)
pmax — OC/B>\T1 .

La figura IV:a muestra el comportamiento de los precios minimos y maximos en funcién

de S3.

tiene:
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La figura IV:b muestra el comportamiento de los precios minimos y maximos en funcion

de a.



30 CHAPTER 4. MODELO DE REVISIONES PERIODICAS
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A partir de los valores para paz Y Pmin €s posible determinar los valores de V™ y V™"
en este caso particular.
Es asi como V™ corresponde a:
VA

Ve = e (4.14)

De la ecuacion anterior se deduce que si 3 es muy grande, es decir, que la disponibilidad a

pagar por parte de los cliente es muy sensible al precio, el beneficio esperado maximo tiende
a comportarse como AT7.

Por su parte V™" se calcula como:

f (Pmaz)

‘/1min = )‘Tlpgnax o

(4.15)

A continuacién se extiende el modelo de un periodo al caso en que el periodo de venta

es dividido en dos subperiodos de precio fijo.
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4.2.2 Modelo de Dos Periodos

Consideremos el caso en el cual el periodo total de venta de duracién H es dividido en dos
subperiododos de duraciéon Ty y Ty (17 + 1o = H), y tal que durante cada uno de estos
subperiodos el precio es mantenido constante. Si V,(c,p) representa el beneficio esperado
al comienzo del periodo de venta si se dispone de un inventario ¢ y se cobra un precio p.

Utilizando (4.2)se tiene que:

') ke—Az(p)
Valep) = Solmin(e: Kp + Vi(maa(e — k;0) 222 (4.16)

donde A2(p) = AT5(1 — F(p)) corresponde a la tasa de venta en el periodo 2 cuando el
precio es p.

Un primer resultado intuitivo es que el beneficio esperado méaximo en el caso de dos
subperiodos es mayor que el maximo beneficio esperado en el caso de un sélo periodo para
horizontes de venta iguales. Esto es claro pues en el caso de un tnico periodo el precio
debe elegirse al comienzo sin poder modificarse posteriormente. En cambio en el caso de dos
subperiodos existe mayor libertad en la fijacién de precio al existir la posibilidad de modificar

el precio inicial durante el ciclo de venta.

Proposicién 14 El mdzimo beneficio esperado para el modelo de un periodo (Vi(c)) es
menor que el mdzimo beneficio esperado para el modelo de dos subperiodos (Va(c)) para

horizontes de venta iguales.

Va(e) > Vi(e) Ve>0

La demostracion se encuentra en el ANEXO IV(F).

Otro punto de interés de este modelo y sobre todo desde la perspectiva de los consumi-
dores es el comportamiento del precio. Si existen dos periodos para fijar el precio en principio
es razonable pensar que el precio inicial que se cobra es mayor que aquel que se cobraria si
el precio no puede modificarse durante el periodo de venta. Se cobra un precio mayor con
objeto de capturar mejor el excedente de los consumidores con “alta” disponibilidad a pagar
durante el periodo inicial.

Antes de formalizar lo anterior conviene reescribir la funcién de beneficio de este modelo
de dos periodos. Sea H la duracién del periodo de venta, y sean T} y 15 las duraciones de

los subperiodos de precio fijo, para mantener la notacién asociada a la formulacion dindamica
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del modelo consideremos que 75 representa la duracién del periodo inicial y 77 la del periodo
final. Si Vi(e,p,T) representa el beneficio esperado durante un periodo de duracién 7' con
inventario inicial ¢ y si se cobra un precio p y Vi(c,T) = maxy,>o Vi(c,p,T) entonces el
beneficio esperado para el modelo de dos subperiodos Va(c,p, H) o simplemente Va(c,p)

puede escribirse como:

Valesp) = Vilesp, To) + 3" Vil — k, T4) Prob(Ds(p) = k) (4.17)

ademas el beneficio para el modelo sin cambio de precio puede escribirse:

Vi(e,p) = Vi(e,p, To) + zcj Vi(c — k,p,T1)Prob(Dsy(p) = k) (4.18)

k=0

Proposicién 15 Sips(c) es el precio éptimo de (4.17) y p1(c) es el precio dptimo de (4.18)

entonces se cumple que:

pa(c) > pi(c)  Ve>0

La demostracion de la proposicién anterior se encuentra en el ANEXO IV(G)

La proposicion anterior establece que el precio aumenta al existir la posibilidad de modi-
ficarlo a través del tiempo. Otro punto de interés es el comportamiento del precio del periodo
inicial po(c) con el inventario. En esta situacién sucede algo similar al caso de un sélo pe-
riodo, mientras mas inventario se tenga inicialmente menor sera el precio cobrado. Esto se
debe nuevamente al hecho que pasado el periodo de venta el producto pierde todo su valor
y por tanto los aumentos de inventarios inducen la necesidad de vender un volumen mayor

y por tanto a disminuir el precio.

Proposicién 16 Si py(c) representa al precio éptimo a cobrar en el periodo inicial para el

modelo de dos subperiodos con un inventario inicial de c, entonces se cumple que:

pa(c) > pa(c+1) Ve >0

La demostracién se encuentra en el ANEXO IV(H).
A partir del resultado anterior es posible entonces buscar cuales son las cotas superiores

e inferiores para el precio 6ptimo del periodo inicial.
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min

Como el precio es decreciente con el inventario entonces el precio minimo pi*" se deter-

max

mina buscando el precio 6ptimo de lim. o Va(c,p). El precio maximo,p5**”, en cambio se

determina como el precio 6ptimo de Va(1, p).

Proposiciéon 17 '
Py = T ominy
f(p5™)

(1-F(p5e®) _ q

Mo f (p5e®)

e

py** =Vi(1,Th) +

La demostracion se encuentra en el ANEXO IV(I).
De la proposicién anterior se puede ver que el precio minimo del modelo de dos subperi-
min min

odos coincide con el precio minimo del modelo de un sélo periodo, py*" = p{*". En tanto,

no es dificil ver que para el precio maximo se satisface p"** < pi*® < Vi(1,T}).

4.3 MODELO DE DOS TIENDAS

Para concluir este capitulo se discutira en esta seccion el modelo de dos tiendas. El modelo
en cuestion considera dos tiendas que venden el mismo producto a un mismo precio y que
en principio atienden a consumidores distintos en términos de sus disponibilidades a pagar y
su tasa de llegada a las tiendas. Sean Fi(p),A\1 y Fa(p),A\2 las funciones de distribucién para
el precio de reserva y las tasas de llegada en las tiendas 1 y 2 respectivamente.
Consideremos el caso en que el precio permanece fijo durante todo el periodo de venta.
Sea V'Vi(cq, 2, p) el beneficio esperado conjunto de las dos tiendas si los inventarios iniciales
son ¢; y cp para la tiendas 1 y 2 respectivamente y si el precio cobrado es p. Si ademas
V{(¢;, p) corresponde al beneficio esperado de la tienda ¢ con inventario inicial ¢; y precio p,

se tiene que:

V‘/1<Cl7 627p) = ‘/11<Cl7p) + ‘/12(627])) (419>

A partir de la relacién anterior y considerando que V' (¢;, p) es una funcién seudoconcava

en el precio (i = 1,2) es facil ver que el precio éptimo para V'Vj(cy, c2,p), es decir p(cy, co)
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estd contenido entre el minimo y el méximo de los precios 6ptimos de Vi}(cy,p) v Vi(ca,p)

(pl(cl) y pz(cz))-

Proposicién 18

rniin{pi(ci)} < pler, o) < ml.ax{pi(ci)}

La demostracién de la proposicién es directa. En efecto si p(c1, ¢2) es menor que min;{p;(¢;)}
entonces aumentos de p(cy, ¢2) significan incrementar V;'(¢;, p) (i = 1,2) y por tanto VV;(cy, ¢z, p).
El razonamiento es idéntico para la cota superior con la diferencia que en este caso las dis-
minuciones del precio incrementan el beneficio agregado.

La condicién anterior establece entonces que el precio éptimo para las dos tiendas en
conjunto es una combinacién convexa de los precios 6ptimos de cada una de ellas por
separado. Por lo tanto, es posible postular la existencia de una funcién (¢, co) tal que

VCI,CQ 0 S 9(61702> S 1 y:

pler, c2) = 0(c1, co)pi(cr) + (1 — O(eq, e2)pa(ca) (4.20)

De lo anterior se tiene entonces que el comportamiento del precio éptimo para el modelo
de dos tiendas puede describirse mediante el comportamiento de los precios 6ptimos de las
tiendas por separado y de la funcién 0(cy, c2).

Un primer resultado para 6(c;,cs) tiene relaciéon con su comportamiento con el nivel
de inventario. Es esperable que 6(cq, c2) sea creciente con ¢y y decreciente con ¢y, es decir,
mientras mayor el inventario de la tienda 1 mayor serd su importancia relativa en la seleccién

del precio 6ptimo para la dos tiendas en conjunto.

Proposicion 19

0
87019<Cl’ C2> Z 0

0
8702(9(01, CQ) S 0
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La demostracién de la proposicién anterior se encuentra en el ANEXO IV(J).

Cabe preguntarse ahora como se modifica el precio frente a aumentos en el nivel de
inventario de alguna de las dos tiendas. El resultado anterior permite en parte responder
esta pregunta. Supongamos que los niveles de inventario son ¢; y co en las tiendas 1 y 2,
consideremos ademds que p;(c1) = min;[p;(¢;)]. Supongamos que el nivel de inventario ¢; se
aumenta a ¢; + 1. En el capitulo anterior se probd que pi(ci1) > pi(c1 + 1), ademads de la
proposicién anterior se tiene que #(c; + 1,¢2) > 0(cq, o), es decir, al momento de calcular
p(c1 + 1,¢2) usando (4.20) se le asigna un ponderador relativo mayor a un precio que es
menor de lo cual necesariamente se tendra que p(c; + 1,¢2) < p(c1,¢2). Sin embargo, si es
co el inventario que se aumenta el resultado anterior no necesariamente se cumplira. Lo que
sucede en este caso es que si bien se disminuye el precio pa(c2) = max;[p;(¢;)] se le asigna
un ponderador relativo 1 — 6(¢q, ¢o + 1) mayor y por tanto el resultado es incierto. A modo
de ejemplo, consideremos un caso extremo en que ¢; >> ¢y y que ademas los clientes de
la tienda 2 tienen una disposicién a pagar mucho mayor que los de la tienda 1. Al ser el
inventario de la tienda 1 muy grande respecto de la tienda 2 es razonable pensar que el precio
optimo a cobrar en las tiendas en conjunto tiende a regularse sélo a través del precio éptimo
de la tienda 1. Sin embargo, si el inventario de la tienda 2 comienza a incrementarse las dos
tiendas empezaran a tener iguales pesos relativos en la fijacién de precio y como los clientes
de la tienda 2 estan dispuestos a pagar mucho mas por el bien el precio é6ptimo del conjunto
tenderd a aumentar.

El ejemplo extremo anterior permite ilustrar la incertidumbre en el comportamiento del
precio Optimo frente a variaciones en alguno de los inventarios. Ahora bien, la situacién
descrita en el ejemplo en la cual es posible observar crecimiento en el nivel de precios frente
a aumentos en algin nivel inventario se sustenta en un comportamiento poco racional en
la distribucién del inventario total ¢; + ¢y entre las dos tiendas. Lo razonable es distribuir
mas producto a aquella tienda que enfrenta consumidores con mayor disponibilidad a pagar
por el producto. A partir de este hecho se reestructurara el modelo de dos tiendas pero
incorporando la condicion que el inventario inicial total es dividido entre las dos tiendas de

acuerdo a un criterio maximizador del beneficio esperado.

4.3.1 Modelo de Dos Tiendas con Division Eficiente del Inventario

Sea I el nivel de inventario inicial total que dispone la empresa para vender en sus dos

tiendas. Bajo este marco, el problema para el conjunto de tiendas ya no es solo decidir cual
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es el precio éptimo a cobrar sino también decidir como dividir el inventario total I entre sus

tiendas. El problema a resolver puede entonces plantearse como:

Jnax [VVi(er, e, p)] (4.21)
S.a
I=c+c
c1>0,c02>0

Al resolver el problema anterior se obtiene como condicén para la distribucion del inven-
tario que dado el precio 6ptimo el ingreso marginal asociado a una unidad extra en la tienda
1 debe ser igual al ingreso marginal asociado a una unidad extra en la tienda 2, que para

este modelo es equivalente a:

Prob(D;(p) < ¢1) = Prob(Ds(p) < ¢3) (4.22)

La demostracion se encuentra en el ANEXO IV(K).

La igualdad anterior es dificilmente alcanzable para niveles de inventario discreto. Lo
que se debe buscar son ¢; y ¢3 (¢1 + ¢o = I) que igualen lo més posible los términos de la
ecuaciéon anterior. La condiciéon anterior permite ver que los aumentos de I se comparten

entre las dos tiendas.



Chapter 5

APLICACION

En este capitulo se desarrolla una aplicacion practica de los modelos y resultados encontrados
en los capitulos anteriores en una importante tienda por departamentos chilena, como es
FALABELLA. El principal objetivo que se persigue con esto, es comparar los resultados
entregados por los modelos desarrollados a la luz de lo observado en la realidad.

Antes de entrar en los detalles de la implementacion de esta aplicacién resulta conve-
niente describir brevemente las caracteisticas de operacién que presenta FALABELLA las
que la hacen atractiva desde el punto de vista de este trabajo. FALABELLA cuenta en la
actualidad con 8 tiendas, 5 en Santiago y 3 en provincias, en las cuales se venden practica-
mente los mismos productos. FALABELLA tiene como politica cobrar los mismos precios
en sus 8 tiendas. El ano calendario se divide en dos temporadas semestrales; temporadas
“Otono-Invierno” y “Primavera-Verano”. Muchos de los productos que se venden durante
una temporada no son vendidos en la siguiente, por ejemplo, trajes de banos o abrigos. Por
ello, la empresa se pone la meta de vender todo el stock de este tipo de productos durante
la temporada correspondiente.

De acuerdo a las caracteristicas de operacién descritas, FALABELLA presenta las condi-
ciones necesarias para la aplicacién de los modelos desarrollados en este trabajo, estas son (i):
vender productos con un horizonte de venta definido (“perecibles”) y (ii): fijar los mismos
precios para las distintas tiendas.

Las etapas desarrolladas en esta aplicacién practica son las siguientes:

e Recoleccion de datos de ventas e inventario para distintos productos que son vendidos

durante una temporada.

e Validacién del supuesto de llegadas poissonianas de los clientes a las tiendas.

37
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e Determinacién de la funcién de distribucién para el precio de reserva de los clientes en

las distintas tiendas.

e Implementacion de los modelos desarrollados determinando la funcién de beneficio

esperado.

e Comparacién de los resultados entregados por el modelo con respecto a una politica

alternativa de fijacion de precio mediante simulacion.

5.1 RECOLECCION DE DATOS

La informacién que se obtuvo para desarrollar esta aplicacion corresponde a secuencias de
ventas, precios, inventarios iniciales y costos unitarios de compra para un conjunto de pro-
ductos que son vendidos solamente en la temporada “Otono-Invierno” en las 8 tiendas de
FALABELLA. Los productos observados son principalmente camisones y batas de dormir.
La siguiente tabla contiene el conjunto de datos recopilados para un producto en particu-
lar. En ella se muestra el nivel de venta por tienda para los distintos periodos y su respectivo

precio cobrado.

97 Dias | 7 Dias | 8 Dias | 14 Dias | 6 Dias
Tienda | $ 11450 | $ 7890 | $ 7890 | $ 7890 | $ 7890
CENT. 177 21 28 92 17
P.A. 87 17 14 43 21
P.V. 96 18 17 50 17
PROV 52 11 10 21 16
A.C. 71 7 6 12 11
V.M. 68 16 27 24 23
RANC 18 4 9 17 7
CAL. 8 4 1 2 0

TABLA 5:1

5.2 VALIDACION DEL SUPUESTO DE LAS LLE-
GADAS DE LOS CLIENTES

Una de las caracteristicas importantes del modelo es la de asumir que los clientes de cada
tienda llegan de acuerdo a un proceso de Poisson. Para realizar la validacién de este supuesto
conviene aclarar ciertos puntos importantes.

De acuerdo al modelo, los datos que han sido recopilados corresponden a observaciones de

un proceso Poisson de parametro A\(p) = AT'(1—F(p)), es decir con un pardmetro dependiente
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del precio. Ahora bien, para validar el comportamiento poissoniano es deseable tener datos
que correspondan a un proceso Poisson de tasa constante. Por lo tanto, las observaciones
deben agruparse de tal forma que al interior de cada grupo los datos corresponda a un proceso
de Poisson de tasa constante. Como F(p) varfa entre tiendas y entre productos distintos,
la primera divisién de los datos obliga a agruparlos por tiendas y por productos. Ademas,
como F(p) es funcién del precio los datos deben también agruparse de acuerdo al nivel de
precio.

De esta forma, para cada producto se considerara las observaciones de sus ventas para una
tienda particular y para un nivel de precio fijo. A partir de estas observaciones se validara
entonces el supuesto que las ventas siguen un proceso de Poisson de tasa A\(1 — F(p)) donde

p es fijo y en principio la funcién F'(p) es constante en el tiempo.

5.2.1 Aspectos Metodolégicos

Supongamos que &1, Ta, ....., T, son observaciones de un proceso de Poisson de tasa A obtenidas
durante intervalos de tiempos 17,75, ....,T,,. El estimador maximo verosimil de A, es decir,

A viene dado por la expresién:

ZZ:1 Tk
Zz:l Tk

Entonces para cada producto i, para cada tienda j y para un nivel de precio fijo p es

A= (5.1)

posible calcular la tasa de compra \;;(p) de acuerdo a la expresion (5.1). La eleccién del
método de maxima verosimilitud para determinar las tasas de compra se debe basicamente
a sus propiedades de insesgamiento y suficiencia.

Por ejemplo, para el producto descrito en la tabla 5.1 los valores que se obtienen para

las tasas de compra en funcién del precio son:

Tienda | $ 11450 | § 7890
CENT. | 1.824 4.514

P.A. 0.897 2.714
P.V. 0.990 2.914
PROV | 0.536 1.657
A.C. 0.732 1.029

V.M. 0.701 2.571
RANC | 0.186 1.057
CAL. 0.083 0.192

TABLA 5:2
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Una vez determinadas las tasas de compra corresponde validar el supuesto de compor-
tamiento Poisson. En general, el método mas utilizado para realizar esto es mediante el test
de bondad de ajuste (x?). La formulacién de este método es la siguiente. Sea un conjunto
de observaciones z1, 2, ...., z,, de una cierta variable aleatoria. Se desea verificar la hipdtesis
que los z; se distribuyen de acuerdo a una cierta variable aleatoria Z. Para ello, se particiona
el espacio de valores posibles de Z en r subconjuntos {4;}’_,. De acuerdo a la distribucién
de Z existe una probabilidad p; que la variable Z tome un valor en A;. Por otro lado, sea
m; el nimero de observaciones de las m que estan contenidas en A;. Silos z; se distribuyen

segin Z se cumple entonces que:

5 " (mj —m -pj)2
= 5.2
X ; .y (5.2)

se distribuye segin una distribucién x? de r — 1 grados de libertad.

Existen dos impedimentos en este caso para la aplicacién de este método. El primero tiene
relacién con el nimero de datos disponibles. En principio el test x? es confiable cuando el
numero de observaciones que se dispone es grande, lo que no sucede en este caso. El segundo
impedimento que se presenta tiene relacién con la forma en que se midieron los datos. Las
observaciones 1, xs, ..., x, de nimero de ventas en una tienda por producto para un nivel de
precio dado estan medidas en periodos de duracion diferentes, y por tanto corresponde en
principio a distribuciones distintas. En efecto, suponer que la tasa de compra es la misma
para los z; implica que el parametro de la distribuciéon Poisson que la define es de la forma
AT;(1— F(p)) y aunque la tasa de compra A(1 — F(p)) es comun para los z; al ser T; distinto
entre los x; se tendra que las distribuciones poissonianas de cada x; son distintas entre si.
Por lo tanto, el test x? que se aplica para verificar si un conjunto de observaciones sigue una
distribucién particular no es aplicable, al menos en su forma estandar.

Para solucionar los problemas anteriores se utiliza una adaptacion del test de bondad de

ajuste.
e Primer Paso

El primer paso consiste en “normalizar” las observaciones de las ventas de tal forma de
eliminar la dificultad que se presenta por las distintas duraciones de los periodos en que

fueron tomadas. Para ello, se utiliza un propiedad que satisface la distribucion de Poisson

(Girault (1965)).
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Dado que se han producido N realizaciones de un proceso Poisson en un intervalo de
tiempo T', entonces se tiene que los instantes de tiempo en los cuales se produjeron estas N

realizaciones se distribuyen uniformemente en el intervalo de duracion T

A partir del resultado anterior se procedié de la siguiente forma. Sean xq, o, ...., x, los
niveles de venta observados durantes los periodos 11,75, ..., T, para un producto dado en
una tienda particular y para un nivel de precio fijo. Entonces, las x; ventas se produjeron
en instantes de tiempo distribuidos uniformemente en el intervalo de duraciéon 7;. Luego,
mediante simulacién se genera un conjunto {¢;()}7.; de instantes de tiempo uniformemente
distribuidos en un periodo de duracién T; que representan los instantes de tiempo en los

cuales se produjeron cada una de las x; ventas.

Mediante este procedimiento, el conjunto total de ventas X = x; + 29 + .. + x,, se
distribuye completamente en el periodo de duracion 7' = Ty + T + ..... + T,,. El periodo
total se divide en subperiodos de igual duracion D. Sea D, el k-ésimo periodo de duracién
D (k=1,2,...,T/D), y sea y; el nimero de ventas cuyos tiempos de ocurrencias (generados
por el procedimiento anterior) estdn contenidos en Dj. Bajo la hipdtesis de distribucion
Poisson de las ventas las {yk}gﬁ) estan idénticamente distribuidas segiin una distribucion
de Poisson de pardmetro AD(1 — F(p)) y por tanto es posible calcular el estadistico x2 dado
por (5.2). Con objeto de reducir la dependencia de x? en relacién a la simulacién de los
instantes en los que se producen las ventas, el procedimiento completo anterior se repite s
veces obteniéndose un conjunto {X?}jzl de valores para el estadistico. Finalmente se calcula

el promedio de los X?, generando un valor y2.
e Segundo Paso

El segundo paso consiste en solucionar el problema asociado al bajo nimero de obser-
vaciones que se dispone. La dificultad que se presenta en esta situacién es que x2 no se
distribuye en principio segin una chi-cuadrado. Lo que se debe hacer entonces es determi-
nar cual es la verdadera distribucién de x2. Para ello, se procedié de la siguiente forma.

Bajo la hipétesis que las ventas en los periodos 17,75, ..., T, tiene un comportamiento
Poisson de tasa constante ;\(l—F (p)), se genera mediante simulacién un conjunto ey, e, ...., €,
que corresponden a las ventas en los periodos T;. A los ¢; se les aplica el procedimiento visto

en el Primer Paso obteniéndose un valor para el estadistico x2.
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De esta forma, repitiendo v veces el esquema anterior es posible obtener una secuencia de
valores para x? y a partir de ellos obtener en forma experimental la funcién de distribucién
para x2. Si G(.) representa la funcién de distribucién buscada entonces lo que se tiene es

que:

Gla) = M) (5.3)

donde n(z) representa el nimero de veces que se obtuvo un valor de x? menor o igual a

z del total de v realizaciones.
o Tercer Paso

Por ultimo, corresponde realizar la validacién del supuesto de comportamiento Poisson
para las ventas, esto se realizé de la siguiente forma. Bajo la hipdtesis de comportamiento
Poisson de las ventas el estadistico x2 determinado en el Primer Paso se distribuye de acuerdo
a la distribucién G(x) determinada en el Sequndo Paso. Por lo tanto, se aceptara la hipétesis

con un nivel de confianza 100(1 — «)% si se observa que:

1-G(x?) >« (5.4)

5.2.2 Resultados

La metodologia anterior se aplicé a un grupo de productos que son vendidos en las 8 tiendas.
Estos productos son 6 tipos de camisones de dormir bastante similares en precios de venta
y costos. Para simplificar la notacién se les designara por CD; (i = 1,..,6). El ANEXO
V contiene el conjunto de datos recopilados de precios e inventarios iniciales para estos 6
productos.

Los valores de las estimaciones maximo verosimiles para la tasa de venta de cuatro de

estos productos en funcién del precio (A(1 —F (p))) se presentan en la siguiente tabla:

CD, CD, CDs CDy
Tienda | $ 11450 $ 7890 | $ 11450 $ 7890 | $ 11500 $ 7890 | $ 10250 $ 7890
CENT. | 1.824 4514 | 0.196  4.286 0.810 1.667 | 0.714  3.000

P.A. 0.897  2.714 | 0.247 1.203 0.270 0.167 | 0.222 0.360
P.V. 0.990 2914 | 0.619 0.829 0.373 0.986 0.516 1.167
PROV | 0.536 1.657 | 0.206 0.886 0.262 0.167 | 0.270 0.482
A.C. 0.732 1.029 0.196 0.513 0.016 0.030 0.206 0.394
V.M. 0.701 2.571 0.722 0.513 0.230 0.667 | 0.397  0.667

RANC | 0.186 1.057 | 0.103  0.543 | 0.159 0.345 0.079  0.167
CAL. 0.083  0.192 0.031 0.029 | 0.021 0.034 | 0.210  0.332
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TABLA 5:3

Una vez calculadas estas tasas se procedié a calcular los valores de los estadisticos x2
para cada producto y para cada nivel de precio de acuerdo al método descrito en el Primer
Paso del punto anterior. El nimero de simulaciones (s) que se realizaron en el célculo de
cada valor de y2 fue de 100. A continuacién se presenta a modo de ejemplo los resultados

obtenidos para los 6 productos en 4 tiendas para un nivel de precio.

CD, CD, CDs CDy CDy C'Dg
Tiendas | $ 7890 | $ 7890 | $ 11500 | $ 10250 | $ 13500 | $ 11290
CENT. | 31.088 | 139.172 | 198.670 | 4994 3.319 2.378
P.A. 7.912 5.606 2.646 4.218 2.533 2.987
P.V. 11.571 | 20.903 2.220 4.049 3.661 2.123
PROV 6.381 2.110 2.750 2.943 4.836 2.214
TABLA 5:4

Posteriormente se determinaron las funciones de distribucién (G(x)) para cada uno de los
estadisticos presentados en el cuadro anterior, para ello se utilizé la metodologia desarrollada
en el Segundo Paso del punto anterior. El nimero de observaciones que se genero para
construir cada funcién G(z) fue de 70.

Finalmente, en base a la informacion determinada anteriormente se procedié a verificar
la hipdtesis de comportamiento Poisson de las ventas de los 6 productos en cada una de las

8 tiendas. Para un nivel de confianza del 95% y en todos los casos se obtuvo que no existia

informacion suficiente para rechazar la hipotesis.

5.3 DISTRIBUCION DEL PRECIO DE RESERVA

Una de las principales componentes del modelo y la demanda es la distribucion del precio
de reserva. Como ya fue dicho, el precio de reserva representa la disponibilidad a pagar
de cada cliente por el producto. Dado que el conjunto de clientes que visitan una tienda
es desde este punto de vista heterogeneo el precio de reserva es un variable aleatoria al
interior de dicho grupo. Ahora bien, la modelacién de esta variable deberia en principio
involucrar diversos aspectos tanto econdémicos como sicolégicos como fue comentado en el
capitulo introductorio. Para efectos de este trabajo se adoptara un criterio simplificador y
se asumira que todos los factores que influyen sobre el comportamiento del precio de reserva

, salvo el precio, permanecen constantes. De esta forma, a partir de las observaciones que
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se disponen se modelara la funciéon de distribucién o de densidad de precio de reserva solo
dependiendo del nivel de precios.

El primer paso es postular un comportamiento para el precio de reserva. Como vimos
en el capitulo anterior la distribucion Weibull presenta cierta ventajas de manejo algebraico
como también parece adaptarse bien al comportamiento de compra en general. Es por ello
que se asumira que el precio de reserva se distribuye de acuerdo a una Weibull de paramatros

a 'y (3, es decir que la funcion de distribucién para el precio de reserva viene dada por:

F(p)=1—e" (5.5)

o bien definiendo p = {/«

F(p)=1—e¢»’ (5.6)

Al igual que en la seccién anterior primero se descibe la metodologia utilizada en esti-
macién de la funciéon de densidad del precio de reserva para luego presentar los resultados

obtenidos en los seis productos considerados anteriormente.

5.3.1 Aspectos Metodolégicos

Al asumir que la funcién de distribucién del precio de reserva se comporta segin una Weibull,
el problema de determinar su forma se limita a calcular los valores de las parametros o y
(£ o bien p y 5. Ahora bien, los datos que se disponen para ello corresponden a las tasas
de compra por producto y para un precio dado para los seis productos, es decir, datos de la
forma A;;(1— F;;(p)), donde \;; representa la tasa de llegada de los clientes del producto i en
la tienda j y Fj; corresponde a la funcién de distribucién del precio de reserva de los clientes
del producto 7 en la tienda j. Sin embargo, al visualizar una tienda por departamentos como
FALABELLA parece razonable pensar que los clientes que llegan a una tienda en particular

son potenciales clientes de todos los productos que hay en la tienda y por tanto

La condicion anterior puede ser demasiado simplista si se considera que los clientes que
van a una tienda a comprar por ejemplo electrodomésticos no visitaran los puntos donde se
venden perfumes. Sin embargo, los productos que se considera en este estudio son todos de

un mismo tipo y por tanto la condicién (5.7) parece bastante razonable en esta situacion.
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A partir de lo anterior, los datos pueden agruparse por tiendas generandose un conjuntos
de observaciones del tipo \; - (1 — F};(p)) para los distintos niveles de precio disponible. Si
se dispone de m observaciones de precios distintos para cada producto (con un total de I
productos) , se tendran m - I en total para cada tienda, ademads cada Fj; dado los supuestos
que se han establecidos tiene dos pardmetros por estimar sumados a la tasa de llegada A;
hacen un total de 2 - I 4+ 1 parametros por estimar. En resumen se tienen para cada tienda
m - I ecuaciones para un total de 2 - [ 4+ 1 parametros por estimar. Lo ideal para obtener
una estimacion buena es que el nimero de ecuaciones sea mucho mayor que el nimero de
incégnitas.

Para que la diferencia mencionada anteriormente sea mayor se incluird un supuesto adi-
cional sobre el comportamiento de compra de los clientes de los distintos productos.

Es légico pensar que para productos distintos las distribuciones de los precios de reserva
deben ser distintas, sin embargo al ser los productos muy parecidos entre si parece razonable
pensar que la variabilidad que presentan las distintas distribuciones deberian ser parecidas
en términos relativos, es decir, si p; y po son los precios de reserva medios para los pro-
ductos 1 y 2 entonces lo que se postula es que la fraccién de clientes que tienen un precio

de reserva contenido en el intervalo [p;(1—a%); p;(1+a%)] es muy parecida parai = 1ei = 2.

Lo que se supondré entonces es que el coeficiente de variabilidad (7) para las distribu-
ciones de los precio de reserva es constante entre los distintos productos, es decir:
Tij _
T,; = — = T = constante (5.8)
Dij
donde o;; representa la desviacién estandar de Fj;() y p;; representa la media de Fj;().

Ahora bien, para una distribuciéon Weibull se cumple que:

5 — L. 1
p o= p I‘(l—l—ﬂ)

_ 1., 2 LNE
c = \/P(1+6)+(P(1+5>) (5.9)

y por tanto se tiene:
2 2 1y))2

o L1+ 5) + (T + ) (5.10)

T r(1+1) '
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De esta forma, el supuesto de coeficiente de variacién constante aplicado sobre una dis-
tribucién Weibull senalan que el término derecho de (5.10) es constante y por tanto ( debe
ser constante.

Lo que se ha conseguido entonces con el supuesto anterior es que para cada tienda se
dispone de un conjunto de m - I ecuaciones y un conjunto de I + 2 incognitas. Si A;;(p)
representan las observaciones de las tasas de compra para el producto ¢ en la tienda j con un
precio p, las que fueron determinadas en la seccién anterior, entonces el sistema de ecuaciones

que se dispone para determinar los parametros de interés es para cada tienda es:

/\ij == )‘j . 6_(pij.p)5 (511)

o bien, tomando logaritmo natural en (5.11)

(A (p) = n(X;) — ol - p° (5.12)

La estimacion de los paraametros \;, p;; y 3 del sistema de ecuaciones descrito en (5.12)

se hace por el método de minimos cuadrados.

5.3.2 Resultados

En base al procedimiento descrito en el punto anterior y a los datos obtenidos en la seccién
anterior se estimaron los parametros que conforman las distribuciones del precio de reserva
de los distintos productos en las distintas tiendas como también las tasas de llegada de los
clientes en cada tienda.

Como se explico en el punto anterior el pardmetro ( de la distribucion Weibull se postulé
constante entre los distintos poductos y tiendas. El valor que se obtuvo fue de g = 8.

El otro parametro de la distribucién p depende tanto del producto como de la tienda y

los resultados que se obtuvo en este caso son:

| p- 107 |
Tienda CDl OD2 CD3 OD4 CD5 CDG
CENT. | 0.0868 | 0.1012 | 0.0840 | 0.1038 | 0.0897 | 0.0726
P.A. 0.0890 | 0.0931 | 0.0827 | 0.0906 | 0.0623 | 0.0785
P.V. 0.0888 | 0.0754 | 0.0874 | 0.0967 | 0.0654 | 0.0840
PROV | 0.0892 | 0.0921 | 0.0838 | 0.0926 | 0.0613 | 0.0838
A.C. 0.0768 | 0.0875 | 0.0827 | 0.0937 | 0.0711 | 0.0705
V.M. 0.0908 | 0.0842 | 0.0882 | 0.0914 | 0.0665 | 0.0842
RANC | 0.0942 | 0.0937 | 0.0848 | 0.0955 | 0.0783 | 0.0706
CAL. 0.0866 | 0.0793 | 0.0801 | 0.0898 | 0.0715 | 0.0685
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TABLA 5:5

La tasas tasas de llegada de los clientes a las tiendas medidas en personas por dias son:

Tienda | Tasa
CENT. | 3.1406
P.A. 2.3262
P.V. 2.4431
PROV | 2.7183
A.C. 1.8602
V.M. 2.7078
RANC | 2.8116
CAL. 1.8787
TABLA 5:6

No debe extranar los valores bajos de las tasas de llegada de la TABLA 5:6 pues ellas
modelan solamente los clientes que van a ver los camisones de dormir, no representan las

tasas de llegada a la tienda como un todo.

5.4 FUNCION DE BENEFICIO

Las secciones anteriores permitieron verificar que el modelo desarrollado en este trabajo es
aplicable a una tienda como FALABELLA. En esta seccién se presenta el comportamiento
de la funcién de beneficio a partir de los resultados encontrados. En principio, la funcién
de beneficio para un producto cualquiera involucra la coordinacién de las ocho tiendas, sin
embargo, como en el capitulo anterior se estudi6 el caso de dos tiendas se construird la
funcién de beneficio para un producto cualquiera vendido sélo en dos tiendas.

Las tiendas elegidas en la modelacién son CALAMA (CAL.) y CENTRO (CENT.). La
eleccion de estas dos tiendas se debe a que representan los dos extremos en términos del flujo
de clientes que las visita. El producto seleccionado es C'D, pues para las tiendas escogidas
es en este producto donde se observa la mayor diferencia entre las funciones de demanda.

Se considerard un horizonte de venta de 200 dias (aproximadamente 6 meses) el cual se
divide en 4 periodos de precio constante de 50 dias cada uno.

La formulaciéon de la funcién de beneficio es la siguiente:

Viler, ) = max > Y pe (min(er, ki) + min(co, ko))

— k1=0ko=0

+ V3(max(0,c; — ki), max(0,cy — k)| Prob(Di(p) = ki, D2(p) = k2)(5.13)
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Donde Vj(c1,ce) corresponde al beneficio maximo esperado al comienzo del ciclo de
venta si el inventario disponible es ¢; en la tienda 1 (CAL.) y ¢o en la tienda 2 (CENT.),
Prob(D1(p) = ki1, Do(p) = ko) representa la probabilidad que la demanda en la tienda 1 sea
k1 y en la tienda 2 ks con un precio de p.

Las tasas de compra para las tiendas son de la forma \;(1 — Fj(p)) con Ay = 1.8787
y A2 = 3.1406 personas por dia respectivamente. Ademds, 1 — Fi(p) = e (7931072 y
1 — FQ(p) _ e—(10.12-10_5-p)8‘

Finalmente, los inventarios iniciales considerados son ¢; = 10 y ¢ = 20.

A continuacién se presentan los resultados mas importantes obtenidos en la construccién
de la funcién de beneficio.

El siguiente grafico muestra tres curvas del nivel de beneficio en funcién del precio.
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La curva continua del grafico 5:1 corresponde a un nivel de inventario inicial de ¢; = 10
y c2=20, la curva de (-.-) corresponde a niveles de inventario de ¢; = 0y ¢y = 20, por tltimo
la curva punteada corresponde a ¢; = 10y ¢ = 0.

Estructuralmente las tres curvas son similares, crecen a una tasa practicamente con-
stante desde su minimo en 0 hasta su valor maximo para luego decrecen lentamente con el
crecimiento del precio.

El precio éptimo para la curva continua es de $13357, para la curva de trazos y puntos
es de $ 13451 mientras que para la curva punteada es de $11006. A partir de estos valores se
puede observar que la condicion de crecimiento del precio con el decrecimiento del inventario
(demostrada para el caso de una tienda) no se cumple, la curva punteada tiene un nivel de

inventario menor que la continua sin embargo el precio 6ptimo de esta tltima es mayor. Lo



5.4. FUNCION DE BENEFICIO 49

anterior se debe a que la tienda 2 tiene clientes con mayor diponibilidad a pagar que la tienda
1 y por tanto como ¢; = 0 en la curva punteada el precio solo depende del comportamiento
de los clientes de la tienda 1.

El siguiente grafico muestra la evolucién del precio 6ptimo en funcién del inventario de

la tienda 1:
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La curva inferior corresponde a un nivel de inventario constante para la tienda 2 de c5 = 0
mientras que la curva superior corresponde a co = 20. Dado que los clientes en la tienda 2
tienen mayor disponibilidad a pagar que los de la tienda 1, es logico que cuando ¢ = 0 el
precio sea menor que en los casos en que ¢ # 0.

Por otro lado, el grafico 5:3 muestra el comportamiento del precio 6ptimo en funcion del

inventario de la tienda 2 cuando ¢; = 10.
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En este caso el precio empieza bajo cuando c; = 0, luego crece bruscamente para co = 1
y luego decrece lentamente al aumentar co. Este comportamiento ratifica el hecho que los

clientes de la tienda 2 estan dispuestos a pagar mas por el producto.

5.5 COMPARACION

En esta seccion se compara el comportamiento del modelo desarrollado con una politica
alternativa de fijacion de precio. El objetivo es en cierta forma cuantificar el grado de aporte
que la utilizacién de los modelos desarrollados en este trabajo pueden tener en términos del
beneficio econémico que reportan.

La politica alternativa de fijacién de precio se basa en eliminar la caracteristica estocastica
de la demanda al momento de decidir el precio a cobrar. Para ello, se considera que la
demanda es deterministica y se comporta de acuerdo al valor promedio de la demanda
estocastica. El comportamiento de la demanda es poissoniano su media es igual al pardmetro
de la distribucién Poisson, es decir para una tienda en particular su demanda vendria dada
por A\;- T - (1 — F;(p)). Por lo tanto, considerando las dos tiendas la demanda agregada serd
A -T-(1—=Fi(p)+ AT (1 — Fy(p)), donde T representa el tiempo que resta hasta el
fin del periodo de venta. Considerando que en la practica la fijacién de precio se realiza
béasicamente en base a la experiencia, el criterio anterior aparece como razonable fuera de
ser un buen sustituto del modelo estocastico. El precio a cobrar (p) segin este criterio se

encuentra maximizando el beneficio por venta.

p=argmazpzo{p- M- T (1= Fi(p)) + A2 T - (1 — F2(p))]} (5.14)

Para realizar la comparacion se simuld el proceso de venta. Dado el inventario inicial se
determinan los precios 6ptimos asociados a los dos modelos de demanda. Con los niveles de
precio se obtienen realizaciones aleatorias de las ventas en cada caso. Con estas ventas se
rebajan los inventarios y se repite el procedimiento. Se consideré un horizonte de 200 dias
con modificaciones de precio cada 50 dias y se desarrollaron 200 simulaciones.

Los resultados obtenidos muestran un comportamiento significativamente superior del
modelo frente a la método alternativo. El beneficio promedio en las 200 simulaciones es
de $377420 para el modelo estocastico y de $285330 para el modelo deterministico, lo que
representa un aumento del orden de 32%. El siguiente gréfico muestra el resultado de las 200

simulaciones en forma de histograma para la diferencia de los beneficios de los dos modelos.
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Se puede observar que en mas del 50% de los casos la diferencia de beneficio es del orden
de $90000 y en un 30% alcanza los $95000. Ademads, en niguna de las simulaciones el modelo
deterministico superé al aleatorio.

Los resultados anteriores muestran el importante aporte que puede significar la utilizacién
del modelo de fijacién de precio estudiado en este trabajo. Incrementar en un 30% los
beneficios por venta no sélo representa un importante aumento en la rentabilidad del negocio,
también significa un manejo mas eficiente de los recursos incrementandose la competitividad

de la empresa frente a sus competidores.
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Chapter 6

CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se ha estudiado el problema de fijacién de precios para productos
con horizonte finito de venta (perecibles). Como se expuso en el primer capitulo el precio
es sin duda una variable muy importante en la comerzializacién de cualquier producto, en
especial los perecibles, si se agrega a esto el hecho que existen en la actualidad muy pocos
trabajos que enfrentan analiticamente el problema de fijaciéon de precio en escenarios de
demanda estocdstica se encuentra la justificacion para el desarrollo de esta memoria.

La formulacion del modelo se encuadra en el campo de la programacion dinamica es-
tocastica. El comportamiento estocastico se observa en la demanda y se descompone en
un proceso Poisson de llegada de los clientes a las tiendas y en una disponibilidad a pagar
aleatoria entre los distintos consumidores. La formulacién dindmica se debe escencialmente
a la necesidad de incluir, a medida que se desarrolla el periodo de venta, los resultados ya
observados.

Como punto de partida del estudio, se formulé el “modelo de tiempo continuo”. En él se
intenta dar, como su nombre lo sugiere, un comportamiento continuo al tiempo de tal forma
de poder revisar el precio a cada instante. Esta formulaciéon puramente teérica se desarrolld
imponiendo que entre dos revisiones sucesivas del precio a lo mas una venta puede producirse.
El estudio se realizé para un escenario de dos tiendas que enfrentan consumidores distintos
cobrando el mismo precio.

Ciertas conductas intuitivas de la funcién de beneficio conjunta se verificaron, como por
ejemplo, que el beneficio aumenta si (i): se incrementa el inventario en cualquier tienda y
(ii): se aumenta la duracién del periodo de venta.

En relacion al comportamiento del precio y bajo ciertos supuestos sobre la conducta de la
funcién de beneficio se verificaron (i): para inventarios iguales el precio aumenta si aumenta

la duracion del periodo de venta y (ii): el precio disminuye si aumenta el inventario en alguna

93
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tienda.

Posteriormente y con objeto de establecer un nivel de confiabilidad de los resultados
entregados por el modelo se desarrollé un analisis de sensibilidad de los resultados frente a
una posible incertidumbre en la estimacién de la demanda.

La disponibilidad a pagar de los clientes es sin duda una de las componentes principales
del modelo pero a la vez de las mas dificiles de determinar. Esto se debe principalmente por
su dependencia con aspectos sicologicos y subjetivos asociados a la conducta de compra de
los consumidores los que son complejos en su modelacion.

Es por este motivo que en el capitulo 3 se analiza el comportamiento de la funciéon de
beneficio frente a posibles incertidumbres en la estimacién de la funciéon de distribucion
del precio de reserva. La caracterizacion de la incertidumbre se basa en suponer que el
valor verdadero de la funcién de distribucion oscilaba en torno del valor estimado segin una
variacién porcentual constante. El desarrollo se realizé bajo el modelo de tiempo continuo
y para una tienda. Se determiné un cota superior para el error porcentual generado en la
funcién de beneficio. La cota depende del nivel de precio y a través de este del inventario
y la duraciéon del periodo de venta. Se observd que la cota encontrada resulta ser creciente
con la duracién del periodo de venta y decreciente con el nivel de inventario.

En el capitulo 4 se desarrollé el modelo de revisiones periodicas. En este modelo se
adopta un criterio més realista en términos de las modificaciones de precio. Se asume que el
precio s6lo puede ser modificado un ntimero reducido y predeterminado de veces durante el
periodo de venta.

En la primera parte se estudia el caso de una tienda. Primero se asume que el precio no
puede modificarse durante el ciclo de venta determinandose el comportamiento del precio
frente a variaciones en el inventario y en la duracion del horizonte de venta. Se determiné
que el precio es decreciente con el nivel de inventario, lo que se ajusta a la intuicion y a
los resultados encontrados en el capitulo 2, mientras més inventario se disponga existiran
mayores incentivos en aumentar el volumen de venta y por tanto se hace necesario disminuir
el precio. Por otro lado, si la duracion del periodo de venta aumenta existird un nimero
mayor de clientes con alta disponibilidad a pagar que visitan la tienda, por lo que un precio
mayor se traduce en incrementos del beneficio. A partir de estos resultados se encontraron
cotas superiores para el nivel de precio y para la funciéon de beneficio. La cota inferior
para el precio se obtiene tendiendo a infinito el nivel de inventario mientras que la cota

superior del precio se obtiene para un inventario inicial de una unidad. Posteriormente
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se considerd el caso que el precio solo es modificado una vez durante el periodo de venta.
En este escenario se encontré que el precio cobrado en el primer subperiodo mantenia su
comportamiento decreciente con el inventario y creciente con la duracién del periodo de
venta. Se determinaron nuevamente cotas superiores e inferiores tanto para el precio como
para el beneficio utilizando el mismo criterio senalado anteriormente.

En la segunda parte del capitulo 4 se extendi6 el modelo al caso que existan dos tiendas.
En este escenario las conclusiones de decrecimiento para el precio en términos de crecimientos
del inventario de alguna de las tiendas ya no se cumple. En este caso el precio 6ptimo a cobrar
se encuentra contenido en el intervalo definido por los precios 6ptimos de las dos tiendas por
separado. Es entonces posible que al aumentar el inventario de la tienda con clientes con
mayor disponibilidad a pagar el precio 6ptimo crezca. El comportamiento anterior hace
pensar que en una situaciéon como esa el inventario total estda mal distribuido entre las dos
tiendas. Por ello, se determiné una condicién que permitiese distribuir el inventario total en
forma eficiente entre las tiendas, intentando con esto eliminar el comportamiento inesperado
de aumentos de precio frente a aumentos en el inventario.

Por 1ltimo en el capitulo 5 se desarroll6 una aplicaciéon de los modelos al caso de una
importante tiendas por departamento chilena que cuenta con 8 tiendas.

Se tomaron datos de inventarios iniciales, precios y ventas para un conjunto de productos
que son tratados como perecibles en esta empresa. A partir de la informacién recolectada se
procedi6 a validar el comportamiento poissoniano de las llegadas de los clientes a la tienda.
Para todas las tiendas y en los 6 productos considerados la hipétesis no pudo ser rechazada
con un nivel de confianza del 95%. Posteriormente se postul6 una distribuciéon Weibull para
el precio de reserva. Como los productos considerados son muy similares se asumié que la
tasa de llegada de los clientes que van a ver estos productos era constante entre productos
de una misma tienda. Ademads, se supuso que el coeficiente de variacion para el precio de
reserva era constante entre los clientes de una tienda. Este supuesto aparece razonable si
se considera que los clientes de una misma tienda presenta un comportamiento similar en
su disponibilidad a pagar por cada producto. Con estas consideraciones se estimaron las
tasas de llegada y los parametros de la distribucion Weibull para los 6 productos mediante
el método de minimos cuadrados. Posteriormente se calculé la funcién de beneficio para
un producto en particular y considerando dos tiendas representando su comportamiento en

funcién del precio como también la trayectoria del precio éptimo en funcién del inventario.

Finalmente, se consideré una politica alternativa de fijacién de precio con objeto de
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realizar un comparacion entre los resultados entregados por el modelo desarrollado y este
criterio alternativo. La politica alternativa elimina el comportamiento estocéstico de la
demanda y asume como demanda el valor promedio de la demanda estocéstica. Se realizaron
200 simulaciones del proceso de venta encontrandose que el método desarrollado en este
trabajo fue siempre mejor, en términos del ingreso por venta, que el método alternativo. En

promedio el aumento en el beneficio fue de 30%.
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Chapter 7
ANEXO 1

La demostracién de las propiedades se hace por induccion sobre k =t + ¢; + ¢s.

Propiedad 1: Vey > 0yVe, >t

Bi(ci +1,¢2) = Bi(c, ¢2)

Demostracion:

o k=0.

En este caso la proposicion es claramente cierta pues si & = 0 se tiene que t = 0, en

cuyo caso tanto el miembro de la derecha como él de la izquierda son iguales a 0.

e Se asume la proposicion vélida para todo t, ¢y, co tales que:

k>t+01+02

e Se demuestra para k =t + ¢; + ¢o.

cp =0y co #0.

Como ¢; = 0 y t debe ser menor o igual a ¢; y positivo se tiene que t = 0, luego en

este caso la proposicién es inmediata.

29
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c1 0y co=0.

Sea p el precio 6ptimo para By(c; + 1,0), entonces se tiene que:

By(c1,0) = pAi(p) + Bi-1(er — 1,0) A (p)
+Bi-1(c1, 0)(1 = Ai(p))
Bi(c1 +1,0) = pAi(p) + Bi_1(c1,0) A1 (p)
+B;_1(c1 +1,0)(1 — A (p))

Tomando la diferencia entre las dos expresiones anteriores se tiene que By(c; + 1,0) —

Bi(e1,0) es menor o igual a:

Bi(ei +1,0) — Bi(e1,0) < [Bii(e1,0) — Byi(er — 1,00\ (p)  [1]

+ [Bialer +1,0) = Bia(e, 0)J(1 = Mi(p) 2]

Usando la hipdtesis inductiva para t —1,¢; — 1, co = 0 la expresion [1] es igual a 0 y [2]
es igual a 0, luego By(ci1 +1,0) — By(c1,0) es acotada superiormente por 0 y ademds es

claramente no negativa. Por tanto se tiene que:

Bt(Cl + 1,0) = Bt(Cl,())

e ¢ #0ycy #0.

Sea p el precio 6ptimo para B;(c;+1, ¢), entonces se tiene que By(c;+1, ¢3) — By(cq, ¢2)

es menor o igual a:

Bi(c1 + 1,¢3) — By(cq, o)

IN

[Bi-1(c1,¢2) = Bioi(er — 1, e2)[Ai(p) - [1]

+ [Bioiler+ 1,60 = 1) = Bioi(er, e — D]ha(p) 2]

+ [Bi-iler +1,¢2) = Bioa(er, e2)|(1 = Aa(p) — Aa(p)) (3]
(7.1)
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Usando la hipétesis inductiva para ¢t — 1,¢; — 1, ¢y la expresion [1] es igual a 0 la
expresion [2] es igual a 0 y la expresién [3] es igual a 0, luego Bi(c1 + 1, ¢2) — Bi(cy, ¢2)
es acotada superiormente por 0 y ademas es claramente no negativa. Por tanto se tiene

que:

Bi(c1 +1,¢2) = Bi(cy, ¢2)

Por tltimo, el en cuarto caso en que ¢ y ¢o son iguales a 0, la proposicion es claramente
inmediata (ver caso 1). Por lo tanto la propiedad 1 es valida para todo t,¢; y ¢ con

c1 mayor o igual a t. 1

Propiedad 2: Vo > 0y Ve, <t

By(c1 +1,¢2) > By(cr, ¢2)

Demostracion:
a) k = 1.(Para k = 0 no se cumple que t > ¢;)
Sik=1,setiene quet=1,¢c; =07y ¢y =0 con lo cual la propiedad 2 es inmediata.

b) Se asuma la proposicién valida para todo ¢, ¢, ¢o tales que:
k>t+c +c

c¢) Se demuestra para k =t + ¢1 + ¢o.
e =0yc#0

Sea p el precio 6ptimo para By(0, co), se tiene que:

Bi(1,c2) > plAi(p) + Aa(p)] + Bi-1(0, c2) A1 (p)
+ Bia(1,c2 — 1)Aa(p) + Bio1(1, e2)(1 = Ai(p) — Xa(p))
Bi(0,c2) = pla(p) + Bi-1(0,ca — 1)Aa(p) + Bi—1(1 — Xa(p)) (7.2)

Tomando la diferencia entre las expresiones anteriores, se tiene que By;(1,ca) — By(0, ¢2)

es mayor o igual a:



62 CHAPTER 7. ANEXO I

Bt(la 62) - Bt(07 02)

v

pAi(p) 1]
+ [Biei(Liea = 1) = Bi1 (0,2 = )] Ao (p)  [2]

+ [Bi-1(1,¢2) — Bi-1(0,¢2)](1 = Ai(p) — Aa(p)) (3]

*) Sit =1 las expresiones [2] y [3] son iguales a 0 y por propiedad de regularidad de
la funcién de demanda la expresién [1] es siempre extrictamente positiva, con lo cual la
propiedad 2 es verdadera.

*) Si t es mayor a 1, se tiene que la expresion [1] es siempre estrictamente positiva, por
hipétesis inductiva la expresién [2] es estrictamente positiva para t — 1,¢; = 0,co — 1 y la
expresion [3] también es positiva en forma estricta. Por lo tanto [1]+[2]+[3] es estrictamente

positiva .

e #0yca#0

Sea p el precio 6ptimo para By(cy, c2), se tendréd entonces que:

Bi(ci +1,¢c2) > plhi(p) + A2(p)] + Bi—i(cr, ca) M (p)
+B1(c1 + 1,c0 — 1) Xa(p) + Bi—a(cr + 1, c2) (1 = Ai(p) — Aa(p))
Bi(cr,62) = plAi(p) + Aa(p)] + Bioi(er — 1, e2) M (p)
(

+Byi-1(c1, ca — 1)Aa(p) + Bi-1(cr, c2) (1 — Ai(p) — Aa(p))

Tomando la diferencia se tiene que la expresién By(c; + 1, c2) — By(c1, ¢2) es mayor o igual

Bi(c1 + 1,¢9) — By(c1,¢0) > [Bii(c1,c2) — Bioi(er — 1,¢0)| M (p)  [1]
+[Bt_1(01 +1,¢c0 — 1) - Bt—l(clu Co — 1)]/\2(17) [2]
+[Bi-1(c1 + 1,¢2) — Bii(er, e2)](1 = Ai(p) — Aa(p))  [3]

(7.3)

Usando la hipétesis inductiva sobre t — 1, ¢; — 1, ¢o se tiene que la expresién [1] es estric-
tamente positiva. Analogamente usando la hipétesis inductiva sobre ¢t — 1, ¢y, co — 1 se tiene
que la expresion [2] es positiva estricta, salvo el caso en que t — 1 = ¢; en cuyo caso toma el

valor 0 por propiedad 1, por tltimo usando el paso inductivo sobre t — 1, ¢y, ¢y se tiene que
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la expresion [3] es positiva estricta si ¢ — 1 > ¢, en caso contrario t — 1 = ¢; y se tendrd que

la expresién [3] es nula. Sin embargo, como [1] es siempre positiva estricta se tiene que:

Bi(e1 +1,¢2) — By(cr,¢2) >0

El caso en que ¢y = 0, es simplemente un caso particular del anterior, solo debe consider-
arse Ao(p) = 0 ,con lo cual la conclusién anterior sigue siendo véalida. El caso en que ambos

niveles de inventario son nulos, el resultado es directo. 1

Propiedad 3: Vey, Ve con ¢p 206 ¢co £ 0

Biii(c1,¢2) > By(c, c2)

Demostracion:

a) k= 1.
Si k =1sedebetenert =0,¢cq =1,co =00 bient =0,¢; =0,c0 = 1. En ambos casos la

propiedad es inmediata.

b) Se asume la proposicién vélida para todo ¢, c;, co tales que:

k>t+01+62

¢) Se demuestra para k =t + ¢; + ¢
En el caso en que ¢t = 0 la propiedad es directa y por tanto se supondré en adelante que

t>0.

e #0yca#0

Sea p el precio 6ptimo para By(cy, ¢2), se tiene entonces que:

Bipi(cr,c2) > plh(p) + Aa(p)] + Bi(er — 1, c2) M (p)
+Bi(c1, ca — 1)Aa(p) + Biler, e2)(1 = Ai(p) — Aa(p))

Bi(c1,¢2) = ph(p) + Aa(p)] + Bizi(er — 1, e2) M (p)
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+B;i_1(c1,¢2 — 1) Aa(p) + Bi-i(er, ca)(1 = Ai(p) — Aa(p))

Tomando la diferencia entre las expresiones anteriores se tendrd entonces que Byy1(c1, ¢2)—

By(c1, o) es mayor o igual a:

Bt+1(C1, 02) - Bt(Ch 02) > [Bt(01 -1, 02) - Bt—1(01 -1, 02)])\1(]9) [1]
+[Bi(ci,c2 = 1) = Bioa(er, ¢ — 1)]Aa(p) (2]
+[Bi(c1, c2) — Bi-i(er, e2)](1 = Ai(p) — Aa(p))  [3]

Por hipétesis inductiva las expresiones [1], [2] y [3] son estrictamente positiva. En efecto,
la primera se demuestra parat —1,c; — 1, ¢s. La segunda para t — 1, ¢y, co — 1, por tltimo la
expresion [3] es mayor estricta que cero usando la hipétesis inductiva en ¢ — 1, ¢p, ¢o. Luego

se tiene que:

Byi1(c1,c2) > Bt(cy, c2)

Para el caso en que ¢; (i=1,2) es cero bastara reemplazar \;(p) = 0 en la expresion
anterior, pero como algun nivel de inventario debe ser positivo, el resultado anterior se

mantendra. g
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ANEXO II

Proposicién 20 Si la funcion de beneficio satisface la siguiente condicion *:

e Voo >0y Ve <t

Biii(c1 +1,¢3) — Bipa(cr, c2) > Bi(er + 1, ¢2) — Bi(eq, ¢2)

entonces, para niveles de inventarios dados, el precio optimo es mo creciente con el
periodo, es decir:

pt+1(61, 02) > pt(Ch C2)V01, C2

Demostracion:
Los casos en que ¢; = 0 6 ¢o = 0, son equivalentes al caso de una sola tienda, en cuyo caso el
resultado ya estd probado, ver Bitran y Mondschein (1993). Por lo tanto, sélo se verificard

el resultado para el caso en que ambos niveles de inventarios son distintos de 0.

Sea p1 y p los precios 6ptimos para By 1(c1, c2) v Bi(cy, ¢2) respectivamente. Por lo tanto

se tendra que:

Biia(er,¢2) = Bi(er,e2) < [Bier — 1 ea) = Bia(er — 1 ea) [ M (1)
+[Bi(e1,60 — 1) — By_q1(c1, c2 — 1) Aa(p1)
+[Bi(cr, ¢2) = Bioi(er, e2) (1 = Aulpr) — Az(p1))

Byii1(c1,c2) — Bi(er,c0) > [Bi(er — 1,¢9) — Bi_1(c1 — 1, ¢9) ] A (p2)
+[Bi(e1,60 — 1) — By_q1(c1, ca — 1) Aa(p2)

+[Bi(cr, e2) — Bioi(er, c2)|(1 = Ai(p2) — Aa(p2))

Ltanto en el nivel de inventario de la tienda 1 como en él de la 2. La condicién descrita en la proposicién
estd expresada en términos del inventario de la tienda 1

65



66 CHAPTER 8. ANEXO II

Por lo tanto, restando adecuadamente las expresiones anteriores, se tiene que:

0 < [(Bi—i(er,c2) = Bioa(er — 1,¢2)) = (Bilers c2) — Bi(er — 1, ¢2))[(Mi(p1) — Mi(p2))  [1]
+[(Bi-1(c1, ca) = Bioa(er, 2 — 1)) — (Bi(er, ca) — Bi(er, ea — 1))[(Aa(p1) — Aa(p2)) 2]

Ahora bien, usando la condicién que debe satisfacer la funcién de beneficio, en términos
del inventario de la tienda 1, en t — 1, ¢; — 1, ¢ se tiene que la expresion [1], salvo por
[A1(p1) — A1(p2)], es negativa, andlogamente usando la condicién en el nivel de inventario de
la tienda 2, en t — 1, ¢, co — 1 se tiene que la expresién [2], salvo por [Aa(p1) — Aa(p2)], es
negativa. Ademds se cumple que A\i(p1) — Ai(p2) > 0 si y sdlo si Aa(p1) — Aa(p2) > 0 Por lo
tanto, para que la desigualdad se satisfaga es necesario y suficiente que A\i(p1) — A (p2) <0
, es decir, (1 — Fy(p1)) tiene que ser menor o igual a (1 — Fi(p2)). Luego, como la funcién de
distribucién Fi(p) es monétonamente creciente se tiene que p; es mayor o igual a po, con lo

cual el resultado queda probado. 1

Proposicién 21 Si la funcion de beneficio satisface las sigiuentes condiciones

o Voo >0y Ve <t

Bt(Cl + 1, CQ) — Bt(Cl, 02) > Bt(Cl + 2, 02) — Bt(Cl + 1, CQ)

o Ve <tyVe <t

Bt(Cl + 1,02) — Bt(Cl,Cz) > Bt<Cl + 1,62 + 1) — Bt(ChCQ + 1)

entonces, para un pertodo dado, el precio dptimo es no creciente con el nivel de inventario

de una tienda, siempre que este no sea nulo, es decir:

pe(cr,c2) > pi(er +1,¢2)Ver,c0 €1 # 0
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Demostracion:
Nuevamente, si ¢y es cero, es equivalente al caso de una tienda, en cuyo caso el resultado

estd demostrado Bitran y Mondschein (1993).

Sea py y pe los precios éptimos para Bi(c; + 1,¢2) vy By(ci, ¢2) respectivamente. Por lo

tanto se tendra que:

Bi(c1 + 1,¢0) — Bi(c1,¢2) < [Bi—1(c1,¢2) — Bi—1(cr — 1, ¢2) ] A1(p1)
+[Bi—1(c1 +1,¢0 — 1) — Bi_1(c1,¢0 — 1) Xa(p1)
+[Bi-1(c1 + 1,¢2) = Beoa(er, e2)](1 = Mi(pr) — Aa(pr))
Bi(c1 + 1,¢0) — Bi(c1,¢2) > [Bi—1(c1,¢2) — Bi—1(c1 — 1, ¢2) ] A1 (p2)
+[Bi—1(c1 +1,c0 — 1) — Bi_1(c1,¢0 — 1)| Aa(p2)

+[Bi—i(c1 + 1, ¢2) — Bi—1(c1, ¢2)](1 = Mi(p2) — Aa(p2))

Por lo tanto, restando adecuadamente las expresiones anteriores, se tiene que:

0 < [(Bi—i(er,c2) = Bioalar — 1,¢2)) = (Bia(er + 1, ¢2) = Bioia(er, 2))[(Au(pr) — Mi(p2)) (1]
+[(Bi—i(er + 1,62 = 1) = Bia(er,ea = 1)) = (Bioa(er + 1, ¢2) — Bioi(er, )] (Aa(p1) — Aa(p2)) 2

Usando la primera condicién en ¢ — 1, ¢; — 1, g, se tiene que la expresién [1], salvo por
[A1(p1) — A1 (p2)] es positiva. Ademds, usando la segunda condicién en ¢t —1, ¢;, co—1, se tiene
que la expresion [2], salvo por [A2(p1) — Aa(p2)] es positiva. Luego, usando un argumento
similar al utilizado en la demostracion anterior se tendra que p; es menor o igual ps, con lo

cual el resultado estd demostrado. g
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Chapter 9
ANEXO III

9.1 PARTE A:RESULTADOS PRELIMINARES

9.1.1 Suma

Sean a y b dos reales medidos con cierta incerteza representada por errores absolutos Aa y

Ab respectivamente. Entonces, se tiene que el error para a + b viene dado por:

Ala+0b) = Aa + Ab (9.1)

Demostracion

Sean a; y by los valores estimados de a y b respectivamente y as y by los valores reales
de a y b respectivamente, con lo cual el error absoluto para a (Aa) es ay — ay y para b (Ab)

by — by. El error absoluto de a + b (A(a + b)) es:

A(a—l—b):(a—f—b)g—(a—i—b)l:(a2+bg)—(a1—|—b1):(ag—al)—l—(bg—bl):Aa—i—Ab

9.1.2 Multiplicacion

Alab) =bAa +a Ab+ AaAb (9.2)

Demostracién
Sean a; y by los valores estimados de a y b respectivamente y as y by los valores reales de a y
b respectivamente, con lo cual el error absoluto para a (Aa) es as —a; y para b (Ab) by — by.

El error absoluto de ab (A(ab)) es:
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A(ab) = (CLb)Q — (ab)1 = <a2b2) — (albl) = (CLQ - al)bl + (bz - b1>CL1 — (CLQ - al)(bg — bl)
A(ab) = biA(a) + ar A(b) + Ala)A(b)

9.2 PARTE B1

Mientras mayor es la disponibilidad a pagar por parte de los clientes mayor beneficio adicional
provoca una unidad extra de inventario.

BY(c) — BY(c—1) < By(c) — Bp(c—1) (9.3)

n

Demostracién

Para verificar la propiedad anterior es necesario observar que el incremento en el inven-
tario de la tienda se traducira en un beneficio por venta en la medida que la unidad adicional
sea vendida. Por lo tanto, como en el modelo estimado (B(c)) los clientes tienen un mayor
precio de reserva que en el caso real (BY (c)) la venta es més segura en el primer caso en
relacién al segundo, de donde se deduce el resultado ( 9.3 ). Es importante notar que las

funciones BY (c) se evaluan en el precio éptimo de B,(c). 1

9.3 PARTE B2

El error absoluto de B, (c) es de acuerdo a (3.13):

BB = ~[Bu(6) = Bl
AB,-i(c—1)(1 = F¥(p,) +
AB,1(0)(Fv(py)) (9.4)
luego reordenando los términos se tiene que:
8B, = ABua(O)] = [Bule) = Bua(O = ek +
[AB,—1(c) = ABy—i(c = 1)J(1 — FV(p}) (9:5)

ademds, usando el resultado de (9.3) se tiene que AB,_1(c) — AB,_1(c—1) <0 con lo

cual es posible acotar la expresién (9.5) por:
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AF(py)
—[AB — AB,_ < [B — B,_ — .
[AB(0) = ABa(0)) € [Bule) = B0 = s (96)
Ahora bien, sumando la expresién (9.6) desde n = 1 hasta k y reemplazando IA_};((IZ:T;)) por
x1(pt) se tiene:
k k

> —[ABu() = ABy1(0)] € SAIBu(e) — Buoa(e)]an (55)} (9.7)

n=1 n=1

observando que p§ es mayor que pS Vn < k se tiene que x1(pS) es mayor que p§ Vk < n,
con lo cual es posible extender la cota reemplazando cada pS por pf, ademas desarrollando

las sumas telescépicas que se forman se tiene:

“AB,(¢) < Bale) 11(55) (90.8)

En la expresién anterior el signo menos que acompana a AB,(c) se justifica pues al
ser AB,(c) negativa interesa una cota superior para -AB,(c). El valor absoluto del error
porcentual de B,(c) se calcula como el cuociente entre —AB,,(¢) y B,(c). Por lo tanto, de

(9.8) se tiene:

que es lo que se queria probar.
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Chapter 10

ANEXO IV

10.1 PARTE A

A continuacion se demuestra la proposicién (8) . Intereza probar que el precio es decreciente
con el inventario para el caso de una tienda y un sélo periodo (Modelo de Precio Constante).
Proposicién:

Si p1(c) es el precio 6ptimo con un nivel de inventario ¢, se tiene que p;(c) satisface:

pi(c) > pi(c+1) Ve>1 (10.1)

Demostracion:
Como primer paso, no es dificil probar, a partir de la definicién de Vj(c, p), esta puede

reescribirse como:

[

Vie,p) = ple = > _((¢c = k) Prob(Di(p) = k)) (10.2)

k=0
Por lo tanto, la condicién de primer orden para la maximizacién de Vi(c, p) es:

= > ((e= WProbDyp) = k) ~p 3 (e~ R 10

k=0
Ademés, como la demanda tiene una distribucién Poisson de pardmetro A(p) = AT3(1 —

F(p)) se tiene que %};(p):m es igual a:
AT f(p)Prob(D:(p) = 0) k=0 (10.4)
AT f(p)[Prob(D;(p) = k) — Prob(Dy(p) = k — 1)] kE>1 (10.5)

Reemplazando estas expresiones en la ecuacién (10.3) y desarrollando, se tiene que el

precio 6ptimo debe satisfacer:

73
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[c— g:((c — k)Prob(Dy(p) = k)) — \Tv f (p)pzz_:(Prob(Dl (p)=k)] =0 (10.6)

De esta ltima expresién es claro que pi(c) debe cumplir que:

¢ — Yp—o((c = k)Prob(D:(p{) = k))
Si—o(Prob(Dy(ps) = k))

En la ecuacion anterior se ha introducido con el objeto de simplificar la notacion la

ATipi(e)f(pi(c)) = = Ac(pi(c)) (10.7)

funcién A.(p) como:

¢ = Yi=ol((c = k) Prob(Di(p) = k)
Si=o(Prob(Dy(p) = k))

Conviene hacer notar que A.(p) es una abreviacién para A.(AT1(1 — F(p)), es decir, A.()

Adp) = (10.8)

mas que ser una funcién exclusiva del precio , es un funcién de la tasa de compra.
Resultado 1:
Para todo ¢, A.(p) es decreciente con p.

Demostracion:

Para demostrar el resultado 1, sin entrar entrar en detalles algebraicos, basta observar
que la probabilidad para un cliente que llega a la tienda de comprar el bien (1 — F(p)) es
decreciente con el precio. Por lo tanto, la probabilidad de vender menos de ¢ — 1 unidades

aumenta al aumentar el precio, es decir:

d Yo (Prob(Ds (p) = k))
dp

>0 (10.9)

Ademas, el nimero esperado de unidades vendidas disminuira al aumentar el precio, es

decir:

dlc — k—o((c — k) Prob(Di(p) = k))]
dp

<0 (10.10)

Por lo tanto, como A.(p) es el cuociente entre el nimero esperado de unidades vendidas
y la probabilidad que las ventas sean menores o iguales a ¢ — 1, se tiene por (10.9) y (10.10)
que A.(p) es decreciente con el precio. &

Resultado 2:
Vp >0 yVA >0, la sucesion A.(p) es decreciente con c.
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Ac(p) > Acii(p) Vp>0,YA>0 (10.11)

Demostracién:

Para demostrar el Resultado 2, se utilizard el siguiente resultado previo:

Resultado Previo:

Si existe p > 0 tal que A.(p) > Ac.1(p) VYA > 0 entonces A.(p) > Aci1(p) Vp >
0 VA>0.

Prueba:
Sea p # p. Por demostrar que A.(p) > A..1(p) o lo que es lo mismo A, (A\T1(1— F(p))) >

Act1(MTL (1 = F(p))).
En efecto, AT1(1— F(p)) = (1= F(p))\T1 }:?Eg;. Por lo tanto, considerando \' = Ai:?gg

se tendra que AT (1 — F(p)) = NT1(1 — F(p)). Luego por hipétesis se tiene que A.(NT;(1 —

F(p))) > Acti(NT1 (1 — F(p))) con lo cual el resultado previo queda probado. &

Por el resultado previo anterior, bastara encontrar algiin p mayor o igual a 0, tal que
Aq(p) > Aci1(p) para todo natural ¢ y para toda tasa de llegada a la tienda A > 0.

A continuacién se demostrarda que p = 0 satisface las condiciones anteriores.

Para simplificar la notacion, se anotard A.(p = 0) = A., y Pr(Di(p = 0) = k) como
Pr(k). Lo que se busca probar es entonces que A. > A,y para toda tasa A > 0y para todo
nivel de inventario ¢ positivo.

Como primer paso, ndtese que:

c+1->5ollc+1—k)Pr(k)

Ac—l—l =

> o Pr(k)
= Ackz_j[m(k)] +1-— ’;[Pr(k)] (10.12)
es decir,
Ao ki[Pr(kﬂ - Acg[m(k)} . ki[Pr(k)] (10.13)

Definiendo b, = A, X5 0[Pr(k)] vy ue = 1 — X5_[Pr(k)] se tiene que (10.13) puede

escribirse como:
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bes1 = be + e (10.14)

No es dificil mostrar de (10.14) que

C

ber1 = Y [uy] (10.15)

k=0
Por otro lado, de (10.13) y (10.15) se tiene que

C

(Acit = A) Y [Pr(k)] = e = APr(c) (10.16)
y que
Ac o bc o ZZ;%) [uk] (10‘17)

- SiolPr(k)] - Sso[Pr(k)]
Combinado (10.16) y (10.17) se tiene
BT =
(e = A SIPrE)] = e — b

Por lo tanto, demostrar que A..; < A, es equivalente a probar que:

Pr(c) (10.18)

o Zicolwd
© o i[Pr(k)]

Definiendo W, como el cuociente entre u. y Pr(c) se tiene que la condicién (10.19) es

Pr(c) <0 (10.19)

equivalente a:

S W Pr(h)
Ve = e P i)

El lado derecho de la desigualdad (10.20) corresponde al promedio de los {W},}_f pon-

(10.20)

derados por los Pr(k), sea este promedio W*, se tendra entonces por propiedad del promedio
ponderado por coeficientes positivos que ming<p<.—1[Wi] < W* < maxocr<e—1[Wi.

Luego si es posible probar que los W son decrecientes la desigualdad (10.20) quedard
probada y con ello el resultado, pues si los Wy son decrecientes se tendra que W, < W,._; <
W=.

Para probar el decrecimiento de los W, se debe notar que W.Pr(c) = u. y que ue_1 —u, =

Pr(c) por lo que

We_1Pr(c—1) — W.Pr(c) = Pr(c) (10.21)
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Ademas, por la forma de los de los Pr(c), se tiene

Pr(c—1) = ;Pr(c) (10.22)

Reemplazando (10.22) en (10.21) y reordenando se obtiene

(Wit — W) =1— Wc_1(§ 1) (10.23)

Es claro de (10.23) que la condicién de W, decrecientes equivale a

1> WC_1(§ —1) (10.24)

Luego de las definiciones de Wy, v ux lo que se deberia probar es que

1= YiolPr(k)] c

1> Pre=T) (X —1) (10.25)
es decir,
Pric—1)> %(1 - ]:E:[Pr(k)]) - ZZ[Pr(k;)]) + Pr(c—1) (10.26)
o bien
0> ikz_j oo Pr(k)] - k_fj [Pr(k) (10.27)
k ,—\T1 c
0> Z (W) e ) 1) (10.28)

Ahora bien como se tiene que

c
— =1 k>c—1 10.2
Pl 0 Vk > c (10.29)

la expresién (10.28) se cumple para todo ¢, con lo cual se demuestra el decrecimiento de
los Wj. y por lo tanto el Resultado 2 queda demostrado. &

Finalmente, a partir de los resultados 1 y 2 la demostracion que el precio éptimo para el
modelo de un periodo es decreciente con el inventario es relativamente directa.

En efecto, sea p§ el precio éptimo cuando el inventario es ¢. Por la condicién (10.7) p§ es
solucién de la ecuacion Ty Apf(p) = A.(p) es decir, Ty ApS f(p]) = Ac(p§), luego por el Resulta
2 se tiene que TYAf(p§) > Acr1(p§) ademés como 0f(0) = 0 se tiene que T3 A0f(0) < A.41(0).
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Por lo tanto de las dos condiciones anteriores y utilizando el hecho que todas las funciones
consideradas son continuas, existe un precio p* tal que 0 < p* < p§ tal que TY\p* f(p*) =
Aqi1(p*) es decir, p* satisface la condicion de optimalidad para el caso de un inventario
de ¢ + 1 y recordando que las funciones de beneficios son seudoconcavas se concluye que

it =t < pf

10.2 PARTE B

En esta seccién se demuestra que el precio éptimo para el modelo de precio constante para
una tienda esta acotado .
Para todo nivel de inventario ¢ y para toda duracion del periodo de venta Ty > 0 el precio

optimo p§ estd acotado, inferiormente por Pumin, Y Superiormente Por Pma. Soluciones de las

EqUACIONES:
e S (Pmin)
eXp—ATl(l—F(P)) -1
Pmaz =
ATy f(p)
Demostracion:

A partir del resultado demostrado en la parte anterior, el precio 6ptimo es decreciente
con el inventario, por lo tanto como p{tt < p$ y p¢ > 0 la sucesion de los p$ es decreciente y
acotada, por tanto convergente, ademas su limite corresponde a la mayor cota inferior de la

sucesion. Si ¢ tiende a infinito, la expresion para el beneficio es:

lim Vi(e.p) = pATy (1 - F(p) (10.30)

Por lo tanto de (10.30) se tiene que el precio éptimo cuando ¢ tiende a infinito pi° se

determina resolviendo la ecuacion:

(1—=F(p)) — pf(p) =0 (10.31)
Ademas, si la funcién de distribucién para el precio de reserva admite momento centrado
de segundo orden se tendrd que p*f(p) tiende a 0 cuando p tiende a infinito y por tanto la

funcién de beneficio de (10.30) tiende a 0 cuando p tiende a infinito.
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Por otro lado, para una duracion 77 y una tasa de llegada A dados, el mayor precio se

alcanza para un nivel de inventario de ¢ = 1. La funcién de beneficio en este caso es:

Vi(L,p) = p(1 —exp —ATy (1 — F(p)) (10.32)

de donde, el precio que optimiza Vi(1,p) p; se obtiene resolviendo la ecuacién:

_exp -\ (1—-F(p) —1
AT1 f(p)

En este caso la condicién de existencia para el momento centrado de segundo orden

(10.33)

también asegura que la funcién de beneficio de (10.32) tiende a 0 si p tiende a infinito. 1

10.3 PARTE C

Si p{(T}) representa el precio 6ptimo cuando el inventario inicial es ¢ y la duracién del periodo

de venta es T7 entonces se cumple que:

pi(T) > pi(TY) T >Ty

Demostracion

Para simplificar la demostracién consideraremos que el tiempo puede ser tratada como
una variable discreta de tal forma de permitir una demostracién inductiva para la proposiciion
anterior. Supongamos entonces que 1" es una variable natural T'= 0,1, 2,3, ....

La primera consideracion tiene relacién con la forma de expresar la funciéon de beneficio

Vi(e,p, T). No es dificil probar que:

Vi(e,p,T) = Vi(e,p, To) + > Vi(c — k,p,T1) - Prob(Ds(p) = k (10.34)
k=0

donde T'="T) + T5.

Junto con lo anterior es necesario revisar el valor del precio éptimo cuando T = 0.
Claramente para T" = 0 el beneficio es cero independiente del nivel de precio cobrado, ademas
recordando el modelo de tiempo continuo para una tienda si se dispone de un tnico periodo

de duracién At para la venta entonces el precio éptimo en este caso es solucién de

1 — F(p§(At))
f(pi(At))

es decir, coincide con la cota inferior del precio determinada anteriormente.

PE(AL) = (10.35)
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A partir de estos resultados y con objeto de entregar un comportamiento continuo para
el nivel de precio consideraremos que p$(0) = pi.

Ahora bien, para demostrar la propiedad anterior se utilizard induccién sobre T con
c > 1. Dado el tratamiento discreto para la duracion del periodo de venta se probara que

p§(T) < p§(T +1).

e Para k=1 se tiene T' = 1.
Como se expuso anteriormente p§(0) = p*" que corresponde a la cota inferior del
precio y por tanto p$(1) > p™™ = p{(0), con lo cual la proposicién es vélida para

k=1.
e Supongamos valida la propiedad hasta algin k£ < T.

e Se demuestra para k =T

Por (10.34) se tiene que

‘/1<C7p7T_1> = %(CapaTQ)_'_Z‘/l(C_kvpaTl)PrOb(DQ(p>:k')

k=0
%(Capa T) = m(capa TQ) + Z ‘/1(6 - kapa Tl + 1) : prOb(DZ(p) = k)
k=0
T-1 = To+T, (10.36)

Tomando 75 > 1 se tiene que T} < T por lo tanto usando la hipdtesis inductiva se tiene
que los términos Vi(c — k,p, T} + 1) se maximizan para valores de p mayores que los

términos Vi (c — k,p, T1) y por tanto p$(T) > p§(T — 1) que es lo que se queria probar.

+ |

10.4 PARTE D

Si p§ (1) representa el precio 6ptimo cuando el inventario inicial es ¢ y la duracién del periodo

de venta es T} entonces se cumple que:

lim p{(71y) — oo
Ty —00

Demostracién Si el horizonte de venta tiende a infinito entonces la probabilidad de vender

todo el inventario inicial tiende a 1 para todo p y por tanto en el limite se tiene que:
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lim Vi(e,p,T1) = pe (10.37)

Th—o0

y por tanto y por tanto el precio 6ptimo diverge cuando T} tiende a infinito. g

10.5 PARTE E

Proposicién

La funcién de beneficio es “concava” en el nivel de inventario.

Vi(e) = Vi(c = 1) > Vi(c+ 1) = Vi(c)

Demostracién
Para simplificar la demostracion de la proposicién, se asumira que el inventario puede ser
tratado como una variable continua, con lo cual la condiciéon a demostrar sera:
d*Vi(c)

—5p S0 (10.38)

Con la consideraciéon anterior la funcién de demanda puede también ser tratada como
continua.Sea fp(k,p) la funcién de densidad para la demanda. Con esto la funcién de

beneficio V(c, p) puede escribirse como:

Vife,p) = ple = [ (e = k)fo(k,p)dk] (10.39)

si p; es el precio que maximiza (10.39) se cumple que:

d‘/l(capl) o avl(@])l)@ + a‘/l(c7pl)

dc op1 dc dc
_ V(e p)
B oc
= pl[l—/o fo(k, p1)dk] (10.40)

por lo tanto se tiene que:

d*Vi(c) 0 Vi(e,pr)dpr | O°
en\e) o g on\Gh)eh 9
dp? op1  Oc dc + Oc? o)

= [1 _/OCfD(kapl)dk]dc _pl/o Tdk—plfb(capl) (10'41)
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Ahora bien, ya se demostrd que el precio éptimo es decreciente con el inventario es decir

% < 0. Ademds, el término [y de es positivo, para ver esto basta observar que lo
que representa es la derivada con respecto al precio de Fp(c), es decir, de la probabilidad
que la demanda sea menor que ¢, la que claramente decreciente con el precio. De esta forma,
los tres sumandos de la ecuacién anterior son negativos y por lo tanto la proposicién queda

demostrada. 1

10.6 PARTE F

Proposicién
El méximo beneficio esperado para el modelo de un periodo (Vi(c)) es menor que el
méximo beneficio esperado para el modelo de dos subperiodos (V»(c)) para horizontes de

venta iguales.

Vo(e) > Vi(e) Ye>0

Demostracion

Para demostrar la proposicién anterior basta observar que el beneficio maximo esper-
ado en el caso de un sélo periodo (V;(c)) puede obtenerse en el caso de dos subperiodos
imponiéndole a este 1ltimo la restriccion de cobrar el mismo precio durante los dos subpe-
riodos. Ademads, claramente el beneficio para el modelo de dos subperiodos sin restriccion
es mayor que el beneficio para el modelo de dos subperiodos con la restriccién anterior. De

estos dos hechos el resultado de la proposicion anterior es inmediato. §

10.7 PARTE G

Proposicién
Si pa(c) es el precio éptimo de (4.17) y pi(c) es el precio 6ptimo de (4.18) entonces se

cumple que:

p2(c) >pi(c)  Ve>0

Demostracion

Para demostrar la proposicién anterior tomemos la ecuacion (4.18):
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%(Capa H) = W(Capa TQ) + Z ‘/1(0 - kap7 Tl)PTOb(DQ(p) = k)

k=0
cuyo precio 6ptimo es p;(c). Utilizando un resultado anterior, como H > Ti, pi(c) es

mayor que el precio 6ptimo para Vi (¢, p, T1), Vi(c—1,p,T1), ...., Vi(c—s,p,T1) algin 0 < s < ¢

y por tanto los términos anteriores se oponen al crecimiento de p;(c), luego

Vi(e, p, TQ)—I—ZS: Vi(e—k,T1)Prob(Dy(p) = k)+ ZC: Vi(e—k,p,T1)Prob(Dy(p) = k) (10.42)

k=0 k=s+1

alcanzard su maximo en p > p;(c) pues al eliminar la dependencia de Vi(c, p, T1), Vi(c —
1,p,T1),....., Vi(c — s,p, T1) con el precio se elimina un impedimento al crecimiento de p;(c).
Por lo tanto al relajar la dependencia con el precio de los Vi(c — k,p,T}) el precio éptimo
aumenta y por tanto se cumplird entonces que ps(c) (precio éptimo todos los Vi(c —k, p, T})

son independientes del precio) es mayor que pi(c). 1

10.8 PARTE H

Proposicién
Si po(c) representa al precio éptimo a cobrar en el periodo inicial para el modelo de dos

subperiodos con un inventario inicial de ¢, entonces se cumple que:

pa(c) > pa(c+1) Ve >0

Demostracion
Para demostrar la proposiciéon anterior consideremos las funciones de beneficio para los

niveles de inventarios de ¢+ 1 y ¢, es decir, Vo(c+ 1,p) y Va(c, p).

Vale+1,p) = Vile+1,p,T5) + > Vile+1—k,T1)Prob(Ds(p) = k)
k=0

= Vi(e,p) + pProb(Dy(p) > ¢) + zC: Vi(c+ 1=k, Ty)Prob(Dy(p) = k)

Vi(e,p) = Vi(ep, T2>+iv1<c—k,T1>Pmb<Dg<p> — k)
. (10.43)

Tomando la diferencia entre Vi(c + 1,p) v Va(c,p) v derivando con respecto al precio se

obtiene:
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d(Va(c +1,p) — Va(e, p))

— ;p[pprob(Dz(p) > c)]

+ zc:[Vl(c +1—k,T)) — Vi(c— k7T1)]d(PTOb(Z;(p)

k=0

Al

Lo primero que debe observarse es que el término Vi(c + 1 — k,T1) — Vi(c — k,T1) es

creciente con k pues como ya fue visto la funcién Vj(c,T7) es concava en el inventario.

d(Prob(D2(p)=k))
dp

de k. Por lo tanto, combinando estos dos resultados la sumatoria en la ecuacion anterior es

Ademas, aumenta para valores pequenos de k£ y disminuye para valores altos
negativa.
El siguiente paso es demostrar que %[pProb(Dg (p) > ¢)] < 0enp=ps(c). Para ver esto

consideremos la expresion:

Vile+ 1,p,Ty) = Vi(e,p, Ts) + pProb(Ds(p) > ¢) (10.45)

Si p es el precio éptimo para Vi(c, p, Ty) entonces se tiene que:

~

d(Vi(c, (p), T2))

=0
dp

ademas, el precio 6ptimo es decreciente con el inventario es decir:

~

d(vl(c + L (p)a T2))

<0
dp

por lo tanto los resultados anteriores permiten asegurar que:

LProb(D(p) > 0] <0

Ahora bien, dados los supuestos que existen para la funciéon de demanda la expresion

pProb(Ds(p) > ¢) es seudocancava en el precio y por lo tanto se tendré que:

d N
d—p[pProb(Dg(p) >c)] <0 Vp>p
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En particular py(c¢) > p con lo cual que probado que %[pProb(Dg(p) > ¢)] <0 en

p = p2(c).

De los resultados anteriores queda entonces claro que

d(Va(c+1,pa(c)) — Vale, pa(c)))
dp
y por tanto asumiendo comportamiento seudoconcavo para Va(c + 1,p) se tendra que

<0

necesariamente pa(c+ 1) < pa(c). 1

10.9 PARTEI

Proposicién
? f(p5™)
) AT(1-Fop™) _ |
pma'x - ‘/1 1; Tl + max
2 AT f (pz )
Demostracion

min

El precio pj"" se determina buscando el valor éptimo de:

lim Va(c,p) = lim Vi(c,p, Tp) + lim Y [Vi(c — k)| Prob(Ds(p) = k) (10.46)

k=0
Para demostrar el resultado bastara probar que el término

Jim S_[Vi(e - BIProb(Da(p) = )

es independiente de p, se demostraréd que el limite anterior es constante y vale V; (o0, T})
que corresponde a la cota superior de V;(c,T7).

En efecto, dado €; > 0 siempre existe s natural tal que:

i Prob(Dy(p) = k) < ¢ (10.47)
k=s

Por otro lado, dado €, existe ¢ suficientemente grande tal que:
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‘/i(OO,Tl) — ‘/1(6 — k’,Tl) < €9 VO<Ek<s (1048)

luego Ve > ¢ se cumple que:

Cc S

+ zc: [Vi(oo, Th) — Vi(e — k, T1)] Prob(Ds(p) = k)
k=s+1
+ 3 Valoo. T1)|Prob(Dafp) = )

k=c+1

IA

finalmente, como V; (00, T}) es acotado de la expresién anterior es claro que:

c

Vi(oo, T1) = 3_[Vi(e — k, T1)|Prob(Ds(p) = k)

k=0

puede hacerse tan cercana a cero como se desee y por tanto se cumple que

lim 3"[Va(e — b, T2)] Prob(Da(p) = k) = Vi(00, ) (10.50)

De esta forma el resultado para ph"" queda probado.

Para demostrar el resultado de p5**® se utiliza la funcién V4(1,p) que lo caracteriza.

Va(l,p) = p(1 = Prob(Dy(p) = 0) + Vi(1,T1) Prob(Ds(p) = 0)
Prob(Dy(p) =0) = e AU-F@) (10.51)

maximizando V5(1, p), es decir, derivando e igualando a 0 se obtiene el resultado buscado.

10.10 PARTE J

Proposicién

0
87010(01, CQ) 2 O

62(1 — 61) + ‘/1(OO,T1>€1 (1049)
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67620(01, CZ) S 0

Demostracion
Sean M (c1, c2) el nimero esperado de unidades vendidas entre las dos tiendas cuando el

precio cobrado es el éptimo p(cy, ¢o). Luego se tiene que:

VVi(er, e2) = pl(er, e2) M (e, c2) (10.52)
o bien,
V‘/l(clacQ)
= = 10.
p(c1, ca) M(er.c0) (10.53)

En forma anéloga si N;(¢;) representa el nimero de unidades vendidas en la tienda i

cuando el precio cobrado es el éptimo p;(¢;), se tendrd que:

pi(er) = 21523
pa(c2) = 2222; (10.54)

A partir de las condiciones anteriores y de (4.20) se tiene que:

_ Mler,e2) _ Mler,ca) o
VVl(cl, CQ) = ‘9(017 CQ) N1(61) ‘/1 (Cl) + (1 9(61, 02)) NQ(Cz) Vi (CQ) (1055)
Luego de (10.55) se tiene que:
@V‘/l (Cl, 62) M(Cl, 02)
Vi (c1) ler,c2) Ni(c1)
oVVi(er,e) B M(cy,c2)
OVE(cs) = (1-0(c1,c2)) No(cs) (10.56)

y por tanto se cumple que:
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oV, (01762)

V() 0(01,02)]\[2(02)
(617 C2> 3\2\32(51,3;2) 1— 9(01, 02)N1<Cl> ( )
1 (€2

El término R(c—1, ¢5) corresponde al cuociente entre el incremento marginal de V'V; (¢q, ¢o)
frente a variaciones de Vj'(¢;) dividido por el incremente marginal de VV;(cy, c) frente a
variaciones de V}*(cy). Frente a un aumento de ¢; sélo aumentard V;!(c;) mientras que V;(cz)
permanece constante y por tanto el aumento en V'Vi(cy,ce) se debe fundamentalmente al

incremento en V;!(c;) de lo cual se tendréd que:

8R(cl, Cg)
Do 20 (10.58)

Finalmente un aumento en ¢; significa aumentar NV, (c;) manteniéndose constante Na(c3),

luego de esto e imponiendo que (10.58) se satisfaga en (10.57) se tiene necesariamente que:

00(cq, o)
801

La otra condicién de la proposicién es simétrica a la anterior basta considerar la funcion

>0

n(ci,c2) =1 —0(cy,¢0). 1

10.11 PARTE K

Para simplificar el algebra de la demostracién se asumira que el inventario es una variable
continua, esto conlleva a suponer que existen funciones de densidad g;(cq,p) y ga(c2, p) para
las demandas en las tiendas 1 y 2 respectivamente. La funcién de beneficio esperado para el

modelo de dos tiendas es entonces:

c2

VVilerco.p) =ples o= [ (e = o)g(@p)de — [“ler - plwpdy]  (1059)

cece recordando que ¢ +co = I constante es posible maximiza la expresién anterior derivando

con respecto a c; e igualando a 0, de la cual se obtiene:

/0 gl(w,p)dzz/o 92(y, p)dy (10.60)

y por tanto los niveles 6ptimos de ¢; y ¢ deben satisfacer:

Prob(D;(p) < ¢1) = Prob(Ds(p) < ¢2) (10.61)
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Producto 1 CD,
Inventario | 97 Dias | 7 Dias | 8 Dias | 14 Dias | 6 Dias
Tienda Inicial $ 11450 | $ 7890 | $ 7890 | $ 7890 | $ 7890
CENT. 560 177 21 28 92 17
P.A. 300 87 17 14 43 21
P.V. 300 96 18 17 50 17
PROV 145 52 11 10 21 16
A.C. 200 71 7 6 12 11
V.M. 260 68 16 27 24 23
RANC 120 18 4 9 17 7
CAL. 40 8 4 1 2 0
Producto 2 CD,
Inventario | 97 Dias | 7 Dias | 8 Dias | 14 Dias | 6 Dias
Tienda Inicial $ 11450 | $ 7890 | $ 7890 | $ 7890 | $ 7890
CENT. 210 19 27 28 27 89
P.A. 112 24 12 14 9 14
P.V. 120 60 2 17 1 25
PROV 56 20 9 10 2 15
A.C. 75 19 7 6 4 3
V.M. 98 70 8 27 3 6
RANC 45 10 0 9 2 15
CAL. 10 3 0 1 0 1
Producto 3 CDs
Inventario | 97 Dias | 7 Dias | 8 Dias | 14 Dias | 6 Dias
Tienda Inicial $ 11500 | $ 11500 | $ 11500 | $ 11500 | $ 7890
CENT. 45 54 6 7 35 10
P.A. 41 26 2 2 4 1
P.V. 21 32 5 4 6 6
PROV 22 29 0 0 4 1
A.C. 24 2 0 0 0 0
V.M. 10 12 2 1 14 4
RANC 21 17 0 0 3 0
CAL. 0 0 0 0 0 0
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Producto 4 CDy,

CHAPTER 11.

ANEXO V

Producto 5 CDs

Producto 6 CDg

Inventario | 97 Dias | 7 Dias | 8 Dias | 14 Dias | 6 Dias
Tienda Inicial $ 10250 | $ 10250 | $ 10250 | $ 10250 | $ 7890
CENT. 166 36 5 9 40 18
P.A. 34 25 1 0 2 0
P.V. 81 40 5 7 13 7
PROV 34 24 4 3 3 0
A.C. 34 19 2 3 2 0
V.M. 60 24 2 7 17 4
RANC 18 9 0 1 0 1
CAL. 0 0 0 0 0 0

Inventario | 97 Dias | 7 Dias | 8 Dias | 14 Dias | 6 Dias
Tienda Inicial $ 13500 | $ 13500 | $ 13500 | $ 13500 | $ 9900
CENT. 56 40 1 2 2 2
P.A. 70 53 7 4 6 0
P.V. 36 29 2 3 2 0
PROV 36 35 0 0 0 0
A.C. 14 13 0 0 0 0
V.M. 36 36 0 0 0 0
RANC 4 3 0 0 0 0
CAL. 0 0 0 0 0 0

Inventario | 97 Dias | 7 Dias | 8 Dias | 14 Dias | 6 Dias
Tienda Inicial $ 13500 | $ 11290 | $ 11290 | $ 11290 | $ 9900
CENT. 36 21 2 1 9 0
P.A. 45 15 3 1 11 7
P.V. 27 5 2 2 8 3
PROV 41 9 0 0 1 3
A.C. 18 6 1 0 2 0
V.M. 20 6 2 3 6 6
RANC 12 4 1 0 1 0
CAL. 6 0 0 0 0 2




